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 الخلاصة :

ثتة اتماارتا  شته  مرت ف ننن تا نفتد نتح ا واتار واتدااجتاي اتفه يتة اتادي     Sحلقة واحدية وكانتت    Aإذا كانت 

ة شته  اتزرت ف حمتى ماملتح حلقت Sوعلى شه  اتزر ف  Aكهي ا  ونيفاد اتش وط  اتلامرة واتكانية اتواجب وضعها على اتالقة 

A[S]    خاصية رعي ةP   حيث ،P  متى مكتو  حهاتث ما تا ونيفتاد اتشت وط اتلامرتة واتكانيتة خاصية جه ية را .نح تتاا ات

ر مظاة حستب رههتوف نتو   - حلقة شه  اتزر ف ر مظاة ،وتل تاه اتش وط كانية او لامرة حمى مكو  حلقة شه  اتزر ف  

  نيورا  .

 

 

  :مقدمة  -1
ض ر تا جتمي اي اتقت   اتااضتح حيتث وشتكل رستمهي Group Ringsتقد داجت ختوا  الانمظتاف تالقتاي اتزرت   

 Group Ringاتش وط اتلامرـة واتكانية حمتى مكتو  حلقتة اتزرت ف  J.Lambekو لارهح   I.connellأوجد كل رن كونل 

 [.6ر مظاة  ]

 

  [5]   1.1تعريف 

 )  مرت ف شته     ( . , S ). نستاح ات ظتاف     Sعاليتة ن اييتة  علتى    (.)رفاوعتة ييت  خاتيتة وتتمكن      Sتتمكن  

Semigroup )     : اذا ماقق اتش ط اتماتح 

a . ( b . c ) = ( a . b ) . c         a , b , c  S 

 2.1تعريف 

إذا ماقتق  (Von Neumann)ان  ر مظم حستب رههتوف نتو  نيورتا               Aنح حلقة     aنقول أ  اتع ص   

 اتش ط اتماتح :

   b  A   ;   a = a b a  

و  إنهتا ر مظاتة حستب رههتوف نتو  نيورتا  إذا كانتت جايتا ع اصت تا ر مظاتة حستب رههتوف نت   A*كاا  نقول عتن حلقتة 

 نيورا  .

   " نسمخدف اتكلاة " ر مظاةregular   تح .ذتلدلاتة على الانمظاف حسب رههوف نو  نيورا  دو  الإشااف إتى 

 [2]    3.1مبرهنة 

 ر مظاة   :   Aتش وط اتماتية مكو  اتالقة إذا ماقق أحد ا 

  Idempotentروتتدف وع صت  جارتد )رمستاوي اتقتوف        Aإذا كانت أي رثاتية اييسة إتى اتياين ) إتى اتيستاا   نتح  -1

Element . 

اوي فارتد ) رمستروتتدف و    Aنتح  Finitely Generated ذا كانت أي رثاتية إتى اتياين ) إتى اتيستاا    ر مهيتة اتموتتدإ -2

 اتقوف   . 

 حلقة ر مظاة .      A / Iو     Iوايث أ   كلا  رن     Aرن    Iإذا وجدي رثاتية  -3

 حلقة شه  وسيطة .    Aإذا كانت  -4

 . Maximalاعظاية   A رن Prime Idealحلقة اوداتية ورخمزتة وكانت كل رثاتية اوتية    Aاذا كانت  -5

 حلقة جاردف )رمساوية اتقوف   كليا   .    Aوكانت      Aرن    Pلقة ر مظاة  ي رثاتية أوتية ح    A / Pإذا كانت  -6 

 .   I A = J  وايث  Aرن  Jجد رثاتية يو A  رن  I   ي رثاتية ر مهية اتموتيد -7
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 ر مظاة . nM ( A )  وايث أ    n  يوجد   -8 

 

 [2]    4.1تعريف 

 وايث يكو     n  ر مظم  إذا  وجد عدد صايح روجب  - πإن    A  نح حلقة   a  إ  اتع ص  نقول  

   nA an a  na 

 

 

 

 ر مظاة . - πجايعها   A  ر مظاة إذا كانت  ع اص  - πانها    A  * نقول عن حلقة 

 ر مظاة   - πحلقة  Aر مظاة "  جيدل على أ   - πاعد اجمخدار ا " حلقة*رن الآ  نص

 . ( Bounded index of nilpotent )و ذاي دتيل انعداف موف ر م  

  [2]  5.1مبرهنة 

 ر مظاة . - πحلقة   A  حلقة وكا  أحد اتش وط اتماتية رماققا  نا    A  إذا كانت  

 روتدف وفارد.      Aذا كانت أي رثاتية اييسة إتى اتياين ) إتى اتيساا   نح إ -1

 روتدف وع ص  جارد )رمساوي اتقوف  .     Aذا كانت أي رثاتية إتى اتياين ) إتى اتيساا    ر مهية اتموتيد نح إ -2

 حلقة ر مظاة .      A / Iو     Iكلا  رن وايث أ       Aرن    Iإذا وجدي رثاتية  -3

  مظاة . تالقاي ر   ( Finite direct sum )رفاوعا  رهاش ا  ر مهيا      Aإذا كانت  -4

 حلقة شه  وسيطة .    Aإذا كانت  -5

 اعظاية.  Aحلقة اوداتية وخزوتة وكانت كل رثاتية اوتية رن    Aاذا كانت  -6

 حلقة جاردف كليا   .    Aوكانت      Aرن    P مظاة  ي رثاتية أوتية حلقة ر    A / Pإذا كانت  -7 

 .   I A = J  وايث  Aرن  Jجد رثاتية يو A  رن  I   ي رثاتية ر مهية اتموتيد -8

 ر مظاة . nM ( A )  وايث أ    n  يوجد   -9 

 6.1تعريف  

         كاا يلح: A (Regular Radicalتلالقة     r (A) لإنمظافحلقة را ننن ا نع ف جاا اA إذا كانت 

r (A) = { b  A ;  AbA  حلقة ر مظاة}    

 [ 10]     6.1ملاحظات 

        تلقلب ماولة  P   اتاصهونة مكو  وايث  P ,N  ,N  , 0G ( M   S (    كانت إذا -1

 ) NVERTIBLEI (  اتالقة نح     ) A[G] (
n

M   وكانت   ] S [ OA نا  واحدية حلقة  

) A[G]( 
n

M   A[ S ] 

 

حلقتة اامي يتة إتتى    A [ S ] ف ر مهيتة نتا  شته  مرت    Sحلقة اامي ية إتى اتياين ) إتى اتيساا   وكانتت     Aإذا كانت  -2

 ن ) إتى اتيساا   .اتياي

 حلقة اوداتية نا  :    Aشه  مر  اوداتية رلمهة وكانت     Sإذا كانت  -3

 اعظاية .     Aاعظاية إذا ونقط اذا  كانت كل رثاتية اوتية رن   A [ S ]كل رثاتية أوتية رن 

 .  A [ S ]اتية ر عدرة رن رث   I[S]نا      Aرثاتية ر عدرة رن     Iحلقة اوداتية وكانت   A [ S ]إذا كانت  -4

 7.1    ر مظاة  - πوعض خصايص اتالقاي  

 ر مظاة نا   :  - πحلقة  A  إذا كانت 

  ]A n+1a  na  .]4وايث   n  يوجد عدد صايح روجب    A a  تكل  -1

  ]4[ر مظاة . - πلقة                   ح  n M( A )  مكو  حلقة اتاصهوناي   n  تكل عدد صايح روجب  -2

  ]A .]4  رن  I   ر مظاة  ي رثاتية  - πحلقة   A /  I  و   I  كل رن  -3
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  ]1[حلقة ر مظاة .  AA / N  حلقة شه  اوداتية  نا    A   إذا كانت  -4

      [ 9 ]    8.1ماهيدية 

رفاوعة ر مهية نننها مالح جلسلة اييستية وايتث     E ( S )شه  مر ف عكسية ماوي صه ا  ، نيها     Sإذا كانت  

 ماف . وسيطة وشكل -    0أ  كل عارل اييسح نح تاه اتسلسلة تو شه  مر ف 

 * أي أ  كل عارل اييسح تو شه  مر ف و ا ندي . 

 

    Regular semigroup ringsحلقات أشباه الزمر المنتظمة  -2

 

 ات رز ج سمخدف A  ات رز وكاتح واحدية حلقة على تيدل S  مر ف شه  على تيدل .  
 

   [7]    1.2مبرهنة 

مكتو  ر مظاتة إذا ونقتط إذا ماققتت اتشت وط  A [ G ]حلقة نتا  حلقتة اتزرت ف   A  مر ف وكانت      Gإذا كانت  

 اتماتية :

 حلقة ر مظاة .     A -أ

 مر ف ر مهية راليا  .   G -ب

 .   Aماولة تلقلب نح     Hنا  امهة  G  مر ف جزيية ر مهية رن   Hإذا كانت   -ج

 

   2.2مبرهنة 

 حلقة نا     Aوكانت  0شه  مر ف مالح صه ا       Sإذا كانت  

 [ S ] oA    حلقة ر مظاة    A حلقة ر مظاة و S شه  مر ف ر مظاة 

   برهانال

 حلقة ر مظاة     Aأولا :  نهين أ  

 وواتماتح يوجد   oA r s [ S ]   واضح  أ    S  رن    s 0   وت أخا   A   رن    r 0   ت أخا 

  x = 


n

1i

ai si        

 وايث     oA [ S ]رن  

 r s = ( r s ) x  ( r s ) 

 ور  

r s = ( r s )(


n

1i

ai si  )( r s )                                                                 

                  إذ 

           s  r s = 


n

1i

r ai  r  s si 

  اتافاوعة ت ع ف الآ 

= { i { 1 , … , n }   ;  s = s si s , ai  0  } 

 إذ  

r s = 
i

r ai  r  s 
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         Aرسمقلة خطيا  على      S)    ع اص  

 ور         

s  r s = ( 
i

r ai r  ) 

r = r ( 
i

ai  )  r                                                      وواتماتح يكو  تدي ا  

 و   


i

ai     

 

 

 

 

 

 حلقة ر مظاة .     Aع ص  ر مظم ، وواتماتح مكو       rنا       Aرن 

 شه  مر ف ر مظاة :     Sنانيا  : نهين أ  

 راايدا  أو صه ا  نان  ر مظم     sإذا كا      s  Sت أخا 

 تيس صه ا  وتيس راايدا  .     sت ه ض أ  

 حلقة ر مظاة   oA [ S ]تكن       oA a s [ S ]نيكو    A   ع ص ا  رن     a 0   كن وتي

 إذ  يوجد 

  x  = 


n

1i

ai  si       

 وايث  :  oA [ S ]رن 

a s = a s x a s 

a s = a s ( 


n

1i

ai  si  ) a s                                                                  ور                                                            

a s  =                                                             أي                                                   


n

1i

a s ai si a s       

 ر  و

a s  = 


n

1i

a ai a s si s        

  a s = s a                  ي   a  A   و  s  S      

 ور                                                       
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     ) s  


n

1i

( Supp s  ia s s ia a 

 أي  يوجد 

  1   j    n        

 وايث

   s = s sj s  

 شه  مر ف ر مظاة .   Sع ص ا  كيهيا  ) اخميااي   نا      sع ص ا  ر مظاا   و       sوواتماتح يكو  

 

   3.2ره ت ة 

 حلقة نا     Aشه  مر ف وكانت     Sإذا كانت  

     A [ S ]  حلقة ر مظاة  [ S ] oA    حلقة ر مظاة 

  اته تا 

 : 

  0شه  مر ف لا ماوي صه ا      Sأولا : إذا كانت    

 وواتماتح يماقق اتاطلوب   oA [ S ] = A [ S ]       نح تاه اتااتة يكو  تدي ا 

 0شه  مر ف ماوي صه ا       Sنانيا  : ت ه ض أ     

 نفد أ   [2]  3.4رن ره ت ة

 A [ S ]   Ao [ S ]   A0     …….     (*) 

 

 

 

 

  A0إذ    A0 A حلقتة ر مظاتة وواضتح أ     A  أ   2.2 حلقتة ر مظاتة نفتد رتن ره ت تة )   oA [ S ] ت هت ض أ  

 جاا رهاش  تالقمين ر مظامين .      A [ S ]  مكو    ( *)حلقة ر مظاة ، ورن 

 حلقة ر مظاة .  A [ S ]  أ    4،    5.1ونفد رن )

 : 

 نفد أ  :  oA[S]حلقة  ر مظاة، رن مع يف  A [ S ]ت ه ض أ    

 A [ S ] / A0    Ao [ S ]  

A ر مظاة . وواتا أ    A0       حلقة ر مظاة وواتماتح   A    نفد أ  2.2 و واسب اتاه ت ة )    A0  A تكن نعلم أ  

] S[   4.5حلقة ر مظاة نان )ره ت ة ]نفد أ   ]10      A [ S ] / A0   ر مظاة وواتماتح[ S ] oA  . حلقة ر مظاة 

 

تتاتح   oA [ S ]و   A [ S ]نمظتاف علتى أي رتن اتالقمتين             أنت  لا نت ف نتح دااجتة الا 3.2* ي مج عن اتاه ت ة ) 

  Contracted Semigroup Ring ] S[  oAج داس رن الآ  نصتاعدا   الانمظتاف علتى حلقتاي أشتهاه اتزرت  اتامقلصتة  

 .  0يدل على شه  مر ف مالح صه   S وايث يكو  ات رز 

    2. 4ماهيدية 

 تمكن 

 S = S1  S2   S3   ….  Sm   Sm+1 = {0}    

 حلقة  نا      Aوتمكن     Sجلسلة اييسة نح شه  مر ف 

[ S ] oA   ر مظاة   ] i+1/ S i[ S oA     تكل   حلقة ر مظاةi = 1 , …. , m   



 2010سنة  4العدد 15لقادسية للعلوم الصرفة المجلد مجلة املحق بحوث 

ISSN 1997-2490)) 

126 

  اته تا 

  ت ه ض أ   :] i+1/ S i[ S oA   حلقة ر مظاة تكل    , …. , m 1i=  

  mS[  oA-1 [رثاتيتة نتح   S oA]m[   حلقة ر مظاتة ، تكتن   S oA ]m [أي ا     m= Sm+1  / S mS  نا     i = m ت اخا 

          m[ S o] / A 1-m[ S oA  ] m/ S 1-m[ S oA [وكاتح    

 . حلقة ر مظاة m[ S oA-1[  نفد أ   3، نق ف   5.1 حلقة ر مظاة ورن )   S oA ]m/ S 1-m [    ور   

 حلقة ر مظاة oA [ S ] ر مظاة أي أ    S oA ]1 [وو هس اتط يقة نصل إتى أ  

    ت ه ض أ[ S ] oA     1 [حلقة ر مظاة أي أ[ S oA    حلقة ر مظاة ،ع ديا نفد  رن 

رثاتيتة    2S[  oA [حلقتة ر مظاتة        S oA ]A 1 / [S o ]2 [   و   S oA ]2 [   أ   كتلا  رتن    ]10 [ 4.5)ره ت تة  

 . S oA ]1 [رن 

 حلقة ر مظاة .  S 1[ S oA /2 [أي أ     S oA ]2S [ o] / A 1[ S oA  ] 2/ S 1 [تكن 

 .   i= 1 , …. , mحلقة ر مظاة تكل    i+1/ S i[ S oA [وو هس اتط يقة نصل إتى أ  

 

   5.2ماهيدية 

    :شه  مر ف نا      Sحلقة را وكانت     Aإذا كانت  

[ S ] oA   حلقة ر مظاة A [ G ]   تكل مر ف جزيية  حلقة ر مظاة  G   رن  S  . 

    6.2ماهيدية 

مكتو  رامتواف نتح     Sرتن    Tشه  مر ف وايث أ  كل رفاوعتة جزييتة ر مهيتة     Sحلقة وكانت     Aإذا كانت  

 مكو   جلها حلقة شه  اتزر ف S   رن    TSشه  مر ف جزيية  

  ] T[ S oA     ر مظاة نا[ S ] oA   . ر مظاة 

  اته تا 

 ع ص  ر مظم .  x   وت ه تن أ     oA x [ S ]   تيكن  

  S  شته  مرت ف جزييتة رتن   TS  . إذ  يوجتد  S  رفاوعتة جزييتة ر مهيتة رتن   T  ، نعلتم أ   T = Supp ( x )   ت أختا 

 = x y xx   ياقتق    T[ S oA y [   وواتماتح يوجد    S oA x ]T [   حلقة ر مظاة وتكن   S oA ]T [وايث مكو   

   

حلقتة   S[  oA [وواتمتاتح   S oA ] [ع صت ا  ر مظاتا  نتح   x  وواتمتاتح يكتو     S oA x , y ]oA ]  T [ S ]    تكن 

 ر مظاة .

 

 

 

 

    7.2نتيجة 

مكتو  رامتواف نتح     Sرتن     Tشه  مر ف وايث أ  كل رفاوعة جزيية ر مهيتة     Sحلقة وكانت     Aإذا كانت  

 مالح جلسلة اييسية  TS ووايث أ   S   رن    TSيية  شه  مر ف جز

 ST = S1  S2   S3   ….  Sm   Sm+1 = {0}     

 ر مظاة  . oA [ S ]   نا    mi , .… , 1 =حلقة ر مظاة    تكل   i+1/ S i[ S oA [  يكو   جلها 

   البرهان

  T[ S oA [أ     4.2نانت  ي تمج رتن اتماهيديتة          )   i= 1 , …. , mحلقة ر مظاتة    تكتل   S oA ]i+1/ S i [  واا أ  

 ر مظاة .  oA [ S ]   نفد أ   6.2 حلقة ر مظاة  ورن اتماهيدية ) 

 

 

 



 2010سنة  4العدد 15لقادسية للعلوم الصرفة المجلد مجلة املحق بحوث 

ISSN 1997-2490)) 

127 

   [8]   8.2تمهيدية 

 كانت إذا   

 S   Mo ( G , I ,   , P )         

 ماولة تلقلب  نا  : A [ G ] رصهونة رن         P  ة واحدية  ) حلق  oA [ S ]وسيطة وشكل ماف وكانت  - 0 شه  مر ف  

                           [ S ] oA     ر مظاة إذا ونقط إذاG ] A [       ر مظاة 

   9.2ماهيدية 

 :حلقة ر مظاة إذا ماققت اتش وط اتماتية   oA [ S ]شه  مر ف نا   S  حلقة وكانت   A  إذا كانت   

 حلقة ر مظاة .    A -أ  

 مالح جلسلة اييسية .  TS مواف نح شه  مر ف جزيية را  S  رن   T   أي رفاوعة جزيية ر مهية  -ب 

 ياقق  TS  رن   Q  ح أي عارل اييس -جـ

  Q   M ( Go , I ,   , P )   

 حلقة ر مظاة .    A [ G ]و ماولة تلقلب     A [ G ]رصهونة رن     Pحيث 

   البرهان

 ع ص  ر مظم.   x  . ج هين أ     oA x [ S ]   ت أخا  

جلستلة  مالتح  TS  حيتث أ    S  رتن   TS  وتاتح يوجد شه  مر ف جزيية S  هية رن رفوعة ر م  T = Supp ( x )   إ  

 اييسية

    ST = S1  S2   S3   ….  Sm   Sm+1 = {0}   

 ووايث أ  

  Si / Si+1    M ( G0 , I ,   , P ) 

ماولتة تلقلتب  ،   A [ G ] رصتهونة رتن       P حيتث   i = 1 , …. , mوسيطة وشكل ماف   تكل  -i+1/ S iS     0  )أي أ  

i حلقة ر مظاة    تكل    i+1S / iS [ oA  [  أ   8.2 حلقة ر مظاة رن اته ض ننن ا نفد رن اتماهيدية )  A [ G ]وواا أ   

= 1 , …. , m 

 )4.2  (ر مظاة  واسب اتماهيدية  T[ S oA [وواتماتح مكو  

 حلقة ر مظاة .  oA [ S ]  أ   6.2 ونفد رن اتماهيدية ) 

   10.2ماهيدية 

 تماتية :اقت اتش وط حلقة ر مظاة إذا ماق  oA [ S ]شه  مر ف عكسية  نا   S  حلقة  ، وكانت   A  إذا كانت 

 حلقة ر مظاة .    A -أ   

 . S  رن   TS امواف نح شه  مر ف جزيية عكسية ور مهية ر  S  رن   T   أي رفاوعة جزيية ر مهية  -ب  

 .    Aماولة تلقلب نح     Sامهة أي مر ف جزيية ر مهية رن  -جـ

   البرهان

 .    9.2ية ج ه تن تاه اتماهيدية رن خلال ماقيق ش وط اتماهيد

 رماققين :    9.2ت هين أ  اتش طين ب ، ج  نح اتماهيدية 

وايتث   TS  ع ديا ي مج عن اته ض ان  يوجد شه  مرت ف جزييتة عكستية ر مهيتة   S  رفاوعة جزيية ر مهية رن  T  ت أخا 

  TS T   

سيطة وشتكل متاف و -0 ه  مر ف عكسية رن تاه اتسلسلة تو ش  Q   مالح جلسلة اييسية و كل عارل اييسح   TS  ور   نا  

 - n  n  تتح  P حيتث     oM  Q ( G , n , n , P )  نفد أ    9.2 شه  مر ف و ا ندي ورن )   Q  ور مهية أي أ  

 . Qمر ف جزيية رن    G رصهونة راايدف و

    1.2ت تة ) ورتن ره     Aماولتة تلقلتب نتح     Gمهيتة  ورتن  ) ج   نفتد أ  امهتة شه  مر ف ر     Qر مهية       Gالآ  

 حلقة ر مظاة .    A [ G ]نفد أ   

 حلقة ر مظاة .  oA [ S ]    مد ماققت وواتماتح  9.2 ووهاا مكو  اتش وط أ ، ب ، ج  رن اتماهيدية )

   11.2ماهيدية 
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رامتواف     Sرتن      Tايث أ  أي رفاوعتة جزييتة ر مهيتة شه  مر ف و   Sحلقة وكانت     Aإذا كانت  

 نا  اتش وط اتماتية رمكانئة  . S  رن   TS نح شه  مر ف جزيية عكسية ور مهية 

 حلقة ر مظاة  oA [ S ]  -أ   

    Sرن     Gحلقة ر مظاة  تكل مر ف جزيية     A [ G ]-ب 

 .   Aماولة تلقلب نح     Sنح حلقة ر مظاة وامهة أي مر ف جزيية ر مهية    A -جـ

 

   البرهان

   5.2 ب    رن ماهيدية )   أ  

   1.2 ج     رن ماهيدية )   ب

   وواتمتاتح مكتو   0.21 عكسية وواتماتح ماقتق شت وط اتماهيديتة       )   S     نفد أ   10.2 أ     رن ماهيدية )    ج 

   [ S ] oA   . حلقة ر مظاة 

 

   12.2تمهيدية 

 رمكانئة  . رفاوعة ر مهية نا  اتش وط اتماتية  E ( S )شه  مر ف عكسية نيها    Sحلقة وكانت     Aإذا كانت 

 حلقة ر مظاة   oA [ S ]    -أ  

 .    Sرن     Gحلقة ر مظاة  تكل مر ف جزيية   A [ G ]  -ب

   لبرهانا

   5.2  ) اتماهيدية رن     ب    أ

 مالح جلسلة اييسية   S     نفد أ   8.1أ      رن اتماهيدية )   ب 

 ST = S1  S2   S3   ….  Sm   Sm+1 = {0} 

 , .… , i= 1واحدية   تكل    i+1/ S iS [ oA  [وكاتح    i= 1 , …. , mشه  مر ف و ا ندي تكل     i+1/ S iSوايث أ   

m   أي ا 

   Si / Si+1   M (   Goi  , ni , ni  , Pi )   

 رصهونة ماولة تلقلب نح   iPو     i= 1 , …. , mكل عدد صايح روجب  ت  inحيث 

 M
in  ( A [ Gi ] )     

 ور    نفد أ  :

Ao [ Si / Si+1 ]   M
in  ( A [ Gi ] )             

 i= 1 , …. , mتكل 

    i= 1 , … , m ظاة  تكل  حلقة ر م  iA [ G [  تكن رن اتش ط ) ب    

    نفد أ 9نق ف   5.1ورن ) 

i= 1, … ,m    حلقة ر مظاة تكل    M
in  ( A [ Gi ] ) 

 

 

 

 

 

  =m 1i , … ,حلقة ر مظاة  تكل    i+1/ S iS [ oA  [وواتماتح مكو  

 حلقة ر مظاة .  oA [ S ]        نفد أ   4.2 ورن اتماهيدية ) 

    13.2يفة نم

 حلقة  نا  اتش وط اتماتية رمكانئة  .    Aشه  مر ف عكسية  ور مهية و كانت     Sإذا كانت 
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 حلقة ر مظاة   oA [ S ]     -أ 

 .  S  رن   G  حلقة ر مظاة  تكل مر ف جزيية   oA [ G ]  -ب

      البرهان

 دية اتساوقة .ر مهية ونعود إتى اتماهي     E ( S )ر مهية نا     Sواا ا  

 

   [5]  14.2نظ ية

 حلقة واحدية نا  :    Aشه  مر ف اوداتية وكانت     Sإذا كانت 

  r( A ) [ S ] =  r( A [ S ] )    :  إذا ونقط إذا  ماقق اتش طا  اتماتيا 

  -أ 
α

αG=  S   حيثαG    مر  ر مهية تكل  α 

m .x = 0   ياقق  A  رن  x  عددا  طهيعيا   يوجد  جل  ع ص   m  حيث     αتكل      αGلا يقسم    m   -ب

    . 

 .   Aتو جاا الإنمظاف تلالقة r( A )*حيث 

 15.2  ةماهيدي

ر مظاتة  إذا ونقتط إذا  ماقتق    A [ S ]حلقة واحدية  نا      Aشه  مر ف اوداتية وكانت     Sإذا كانت  

 اتش طا  اتماتيا  :

-أ 
α

αG =  S   حيثαG    مر  ر مهية تكل  α 

   αتكل      AU   αG  -ب

   البرهان

: 

     وتاتح نا             2.2ر مظاة  واسب )   Aر مظاة نا        A [ S ]إذا كانت   

r ( A ) = A      كاا أr ( A [ S ] ) = A [ S ]     ور   r ( A [ S ] ) =  A [ S ]  = r ( A ) [ S ] 

أي أ   14.2 وواتمتاتح يماقتق اتشت ط ) أ    رتن  ات ظ يتة 
α

αG =  S         حيتث  تكتل  α     ،αG   مرت ف

   أ 5.2فد رن )وواتماتح ن  Sجزيية ر مهية رن 

  A[ αG  ] 

 وواتماتح نفد ا    αحلقة ر مظاة  تكل  

.   A   αG     

 : 

شته  مرت ف اوداتيتة وايتث   S  تتمكن   
α

αG = S    وαG    مرت ف ر مهيتة تكتل  α      وتتيكن A αG  

 .    α تكل 

      αرماقتتتق ،  وت هتتين أ  اتشتتت ط اتثتتتانح رماقتتتق         تتتتمكن    14.2أ   رتتتن ات ظ يتتتة   ع ديتتا نفتتتد أ  اتشتتت ط )

 m.x = 0 وايث    A x   ويوجد  αGيقسم    m وايث     N m   وت ه ض ان  يوجد 
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     αG        m k=   αG     N kيقسم    m ع ديا            

   ور  

αG x = m k x  

            = k ( m x ) = k 0 = 0  

 وتاا يم امض را اته ض .   AU αGماجم تلصه  وواتماتح       αGأي أ  

 r ( A [ S ] )  = r( A ) [ S ]إذ  اتش ط )ب  رن ات ظ ية أعلاه رماقق  وواتماتح نفد أ    

 حلقة ر مظاة واته ض     r( A ) [ S ] = A [ S ]       ( A ) = A   r (Aوتكن 

 حلقة ر مظاة.    A [ S ]ونفد  أ       r ( A [ S ] ) =  A [ S ]ور    

 

 

  - egular semigroup ringsRر مظاة   - حلقاي أشهاه اتزر   -  3 

 

    1.3مبرهنة

 شه  مر ف ماوي صه ا  نا  :    Sحلقة را وكانت     Aإذا كانت  

  [ S ] oA   حلقة-   ر مظاة   A [ G ]  حلقة  -  ر مظاة تكل مر ف جزيية G  رن S 

   البرهان

 .   eع ص تا اتااايد     Sمر ف جزيية رن    Gت ه ض أ   

 ر مظم . -ع ص ا  تيس عديم موف )إذا كا  عديم موف نهو   A [ G ] r  وتيكن  

 ر مظاة  وتاتح يوجد -حلقة   oA [ S ]  ورن اته ض تدي ا    oA r [ S ] ديا نفد أ  ع 

 [ S ] oA x    ويوجد عدد صايح روجب   n    وايث    nx r n= r nr  

 وواتماتح يكو     ne =  e r n=  r  nrإذ      A [ G ]  nr  تكن 
n( e x e )  r n= r )  ne ) x( e r n=  ( r nr     تكن   [ S ] oA ( e x e )   شكل وتاتح نان  يكمب على ات 

e x e =  
Ss

as s  

 es s = e  وايث s  S    ور   يوجد     Supp ( x ) s  يكو     sa 0  وايث    S s   تكل 

 ن تاا أ  :وي مج ع

 e s e = e ( e s e ) e = ( e e ) s ( e e ) = e s e = s  ………..(*)  

 على اتشكل   e x eالآ   ت كمب 

e x e =  
Ss

as s  = 
Gs

as s  +  
Gs

as s 

 ع ديا نفد أ  :

rn = ( rn e ) ( x ) ( e rn ) = rn (e x e ) rn  

     = rn ( 
Gs

as s ) rn  + rn ( 
Gs

as s ) rn  

 رع نة كاا يلح : 1Sتمكن 

S1  = Supp ( rn ( 
Gs

as s ) rn  )  
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 وايث   G  3, g 2, g 1g   و     G  s ع ديا يوجد    G    1S     ت ه ض ا  

g3 = g1 s g2  

 ور   
1

1g  g3  
1

2g  = e s e  

 نفد ا      (*)وتكن رن 
1

1g  g3  
1

2g  =  e s e  = s  

 

 

 

G 1ور    

2g  3g 1

1g             G   s     وتاا م امض  إذ 

    G  =  S1   

 وواتماتح يكو 

   rn ( 
Gs

as s ) rn  = 0          نح           A[G].   

 اذ   

rn = rn ( 
Gs

as s ) rn  +  0   = rn ( 
Gs

as s ) rn  

     ر مظاة -  حلقة    A[G]   ور  

 A[G] .s  sa 
Gs

  

    2.3مبرهنة 

 -حلقتة    A [ S ]  وإذا كانتت            }0{شته  مرت ف صته تا   S  حلقتة واحديتة  وكانتت   A  اذا كانتت  
 .    ر مظاة  -  حلقة  oA [ S ]    ر مظاة  نا  

 

 

 

   البرهان

 ر مظاة  -حلقة    A [ S ]  ت ه ض أ   

  7.1واستب )   ر مظاتة  -     حلقة    A [ S ] / A0وواتماتح مكو  حلقة اتقساة   A [ S ]   رثاتية نح   A0    نعلم ا 

     3نق ف 

 ر مظاة . -  حلقة  oA [ S ]نا      A [ S ] / A0 oA =  [ S ]      و  

 

 

 

    3.3مبرهنة 

شه  مرت ف ماتوي علتى ا متل ع صت ا  جارتدا  )رمستاوي اتقتوف    ) وشتكل     Sحلقة واحدية وكانت     A اذا كانت 

 ماوي ع ص  واحدي    يي  اتصه   نا  :    Sخا  

  [ S ] oA   حلقة-   ر مظاة   A [ S ]  حلقة  - اة ر مظ   . 

  اته تا 
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   نفتد    1.3وواستب )      Sتتح مرت ف جزييتة رتن       G = { e }نفد ا       Sع ص ا  جاردا  نح      eتيكن  

A ر مظاة  لا  -حلقة   A0وكاتح ر مظاة   -حلقة   A   وواتماتح   Ae  A  ر مظاة  تكن   -حلقة    Ae ا   

 A0    تكنA  رثاتية نحA [ S ] ، 

حلقتة     A [ S[   مكتو   3نقت ف  3.1ر مظاتة  وواستب )  -حلقتة   A [ S ] / A0 oA = [ S ]و   A0 إذ  كتلا  رتن 

- . ر مظاة 

 1.3الامفاه الآخ  ي مج  رهاش ف رن اتاه ت ة 

    4.3مبرهنة 

 تمكن 

 S = S1  S2   S3   ….  Sm   Sm+1 = {0}   

 حلقة واحدية ع ديا      Aتمكن و    Sجلسلة اييسة نح شه  مر ف  

[ S ] oA   حلقة-   ر مظاة   ] i+1/ S i[ S oA    حلقة-  ر مظاة تكلi= 1 , …. , m   

  اته تا 

   ت ه ض ا  :] i+1/ S i[ S oA   حلقة-  ر مظاة  تكل    , …. , m 1i=  

- ر مظاة    تكن    Ao [Sm / Sm+1  ] اذ     تح A [ Sm ]  اذ  Sm / Sm+1  = Sm       Sm+1 = { 0 } تح حلقة 

- ر مظاة  ونعلم ا   Ao [ Sm-1 / Sm ]   وكتاتح   Ao [ Sm-1 ]  رثاتية نح    Ao [ Sm ]حلقة   Ao [ Sm-1 ] / Ao 

[ Sm ]        

 

 ر مظاة. -حلقة   m[ S oA-1[  نفد ا   3نق ف   3.1ر مظاة  ورن )  -حلقة    S oA ]m/ S 1-m [ اذ  

 ر مظاة  .   -حلقة    oA [ S ] وو هس اتط يقة نصل اتى أ  

    ت ه ض ا :[ S ] oA   حلقة-    1 [ر مظاة  أي ا[ S oA   حلقة- .ر مظاة 

 A 1[ S oA / [S o ]2 [  و   S oA ]2 [   ا  كلا  رن 3نق ف  7.1ع ديا نفد  رن  )

    S oA ]1 [رثاتية رن    S oA ]2 [ر مظاة  )    -حلقة  

 ر مظاة . -حلقة   S 1[ S oA /2 [ور       S oA ]A 1[ S oA  ] 2/ S 1 / [S o ]2 [تكن 

 .   i= 1 , …. , mر مظاة  تكل   -حلقة    i+1/ S i[ S oA [وو هس اتط يقة نصل اتى ا  

   [ 9]    5.3ره ت ة 

 شه  مر ف نا    S   وكانت    AN A    حلقة وايث ا    A  إذا كانت  

[ S ] oA   حلقة-  ر مظاة    S  شه  مر ف رلمهة 

 

   6.3مبرهنة 

حلقتة واحديتة   A  وكانتت   A [ G ]رصهونة راايدف رتن   P   حيث   oM  S ( G , n , n , P )  إذا كانت 

 نا  :

[ S ] oA   حلقة-   ر مظاة   A [ G ]     حلقة- زيية ر مظاة تكل مر ف ج G رن  S 

  اته تا 

    نفد أ  : 1، نق ف   6.1  رن ) 

    ( A [ G ] )n   M      [ S ] oA 

حلقتة          A [ G ]    ر مظاتة         -حلقتة     ( A [ G ] )n  Mر مظاتة  -حلقتة   oA [ S ]وواتمتاتح 

- ر مظاة 

   .  4نق ف   1. 3واسب )

   7.3مبرهنة 

 شه  مر ف اوداتية نا  اتش طين اتماتيين رمكانئين :  S  وكانت   A  AN حلقة اوداتية و   A   اذا كانت  

 ر مظاة  -حلقة   A [ S ]  -أ
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 ر مظاة  . -حلقة     A شه  مر ف رلمهة و   S    -ب

    البرهان  

 ر مظاة  -حلقة     A     نفد ا   1.3  ب    رن اتاه ت ة )  أ 

 شه  مر ف رلمهة .    S   نفد ا    5.3ورن اتاه ت ة ) 

  / Aحلقتة ر مظاتة ، و     AA / N      أ   6نقت ف  3.1  ر مظاتة  نانت  ي تمج رتن )  -حلقتة    A  أ    واا أ    ب

      AN  حلقة ر مظاة واوداتية نن  أي رثاتية أوتية رنAA / N   أعظاية وواا أ  S   ( أ  3نقت ف  6.1 رلمهة نان  ي مج رن  

 كل رثاتية أوتية نح

      ) [ S ] A(A / N    أعظاية ور) [ S ] A(A / N   حلقة- ر مظاة واسب اتاه ت ة 

 . A(A / N   [ S ]  AA [ S ] /  N [ S ] (  .  تكن        6نق ف  3.1 )  

 ر مظاة  -حلقة    S AA [ S ] /  N ] [وتاتح نا     

3.1 ر مظاة  ورن )  -حلقة    AN[ S]  وواتماتح مكو    4نق ف  A [ S ]  (6.1 رثاتية ر عدرة نح   AN [ S ]   وكاتح

 ر مظاة . -حلقة   A [ S ]   نفد أ   3نق ف   

    8.3مبرهنة 

 شه  مر ف ر مهية نا  اتش طين اتماتيين رمكانئا      Sحلقة شه  رالية وكانت     A اذا كانت 

 ر مظاة -حلقة   A [ S ]  -أ

 ر مظاة  -حلقة  J ( A ) [ S ] -ب      

   البرهان

  نفد 3نق ف  7.1ورن ) A [ S ]رثاتية رن   J ( A ) [ S ]وواتماتح مكو    A   رثاتية رن  J ( A )   ب  :  نعلم أ  أ 

 ر مظاة . -حلقة   J ( A ) [ S ]أ  

 ر مهية نان    شه  مر ف  S  حلقة أامي ية وواا أ    A / J ( A )   حلقة شه  رالية  نا     A  أ : واا أ    ب 

   / JA [ S ] ( A )    نفتد أ  2نقت ف   3.1 حلقتة أامي يتة ، ورتن      )  A / J ( A ) [ S ]     أ  2نقت ف  6.1ي مج عن )

 ر مظاة . -حلقة 

 تكن  

 A [ S ] / J ( A ) [ S ]  A / J ( A ) [ S ] 

  أ     3  نقت ف  3.1) عتن وي تمج ر مظاتة - حلقتة  S [ ) A ( J / ] S [ OA [  و  A ( J ( ] S [ رن كل يكو  وواتماتح

 ] S [ A حلقة - ر مظاة .  
    9.3مبرهنة 

رامتواف نتح   S  رتن   T   شه  مر ف وايتث أ  كتل رفاوعتة جزييتة ر مهيتة    S  حلقة را وكانت   A  اذا كانت  

ر مظاة  -حلقة    oA [ S ] ر مظاة نا   -حلقة   T[ S oA [ مكو   جلها حلقة شه  اتزر ف    TS  شه  مر ف جزيية 

. 

   البرهان

وواستب اتهت ض    S   هيتة رتن رفاوعة جزيية ر م   T = Supp ( x )    ع ديا مكو     oA x [ S ]   ت أخا  

 ر مظاة . -مكو   حلقة    T[ S oA [    وايث ا    S  رن   TS   يوجد شه  مر ف جزيية 

 وايث    T[ S oA y [   ويوجد   n   وتاتح يوجد عدد طهيعح     S oA x ]T [     تكن 

 xn = xn y xn      

حلقتة   oA [ S ]وواتمتاتح مكتو      oA [ S ]ر تمظم نتح -ع صت    x   اذ     oA  ]   T[ S oA y [ S ]      تكتن  

- . ر مظاة 
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REGULAR PROPERTIES OF SEMIGROUP RINGS 
Sadiq A.Mehdi 

 

ABSTRACT 

Let A be  a ring with unity and S be a semigroup . One of the most important 

problems in modern algebra is to find the  sufficient and necessary conditions on  A and  S  

so that the semigroup ring A[S] has an algebraic property  P  . 

In this paper , we have discussed this problem for the cases where  P is (- regular) in 

the sense of Von Neumann  . 


