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ABSTRACT 

In this paper we solved the Kuramoto-Sivashinsky Equation numerically by finite-

difference methods, using two different schemes which are the Fully Implicit scheme 

and Exponential finite difference scheme, because of the existence of the fourth 

derivative in the equation we suggested a treatment for the numerical solution of the 

two previous scheme by parting the mesh grid into five regions, the first region 

represents the first boundary condition, the second at the grid point x1, while the third 

represents the grid points x2,x3,…xn-2, the fourth represents the grid point xn-1and the 

fifth is the second boundary condition. We also, studied the numerical stability by 

Fourier (Von-Neumann) method for the two scheme which used in the solution on all 

mesh points to ensure the stability of the point which had been treated in the suggested 

style, we using two interval with two initial condition and the numerical results obtained 

by using these schemes are compare with Exact Solution of Equation Excellent 

approximate is found between the Exact Solution and numerical Solutions of these 

methods. 

Keywords: Kuramoto-Sivashinsky Equation, Fully Implicit scheme, Exponential finite 

difference scheme, Von-Neumann method. 

الاستقرارية   مع تحليل Kuramoto-Sivashinsky استخدام طريقة الفروقات المنتهية الأسية لحل معادلة
 العددية

 شروق محمد عزّو                           الروژبيانيالغفور محمد امين  عبد

 كلية علوم الحاسوب والرياضيات
 ، الموصل، العراقجامعة الموصل

  2013\04\03: ريخ قبول البحثتا                                    2013\01\30: اريخ استلام البحثت
 الملخص

بطرائق الفروقات المنتهية عددياً, وقد استخدمت  Kuramuto-Sivashinskyفي هذا البحث تم حل معادلة 
طريقتاااو وهااي الطريقااة الااامنية الراملااة وطريقااة الفروقااات المنتهيااة ااسااية, ولرااوو المعادلااة تحتااو  علاا  الم ااتقة 

لم بك إل  خمس مناطق ااولا  ال ارط الحادود  الرابعة فقد اقترحت معالجة للحل العدد  للطريقتين, بتجزئة نقاط ا
والخامسااة nx-1والرابعاة نقطااة الم ابك n,…x3,x2x-2والثالثااة عناد نقااط الم اابك  1xااول والثانياة عناد نقطااة الم ابك 

للطااااريقتين  Fourier (Von-Neumann)ال اااارط الحاااادود  الثاااااني  مااااا تاااام تحلياااال ا سااااتقرا ية العدديااااة بطريقااااة
عل  نقاط الم بك  افة للتأكد من استقرا ية النقاط التي عولجت بااسلوب المقترح, وقد أخذت المستخدمة في الحل و 

فترتاو مختلفتاو مع شارطين ابتادائيين ومقا ناة النتاائع العددياة التاي تام الحهاول عليهاا باساتخدام تلاك الطاريقتين ماع 
 والحلول العددية لتلك الطرائق.الحل المابوط للمعادلة وقد وجدت تقريباً ممتازاً بين الحل المابوط 

طريقاااة الفروقااات المنتهياااة , طريقااة الاااامنية الراملااة ال, Kuramuto-Sivashinskyمعادلاااة الكلمااات المفتاةياااة: 
 , طريقة فوو نيوماو.ااسية
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 : المقدمة -1
أصبحت المعاد ت التفاضلية الجزئية أداة مفيدة لوصف الظواهر الطبيعية لنماذج العلوم والهندسة, لذلك  

, وتطبيق هذه حل هذه المعاد ت التفاضلية الجزئية باستخدام الطرائق العددية والمتطو ةأصبح من الارو   
 [15].الطرائق

الرياضيات التطبيقية, وتعد الديناميكية السائلة للماء و  وتظهر المعاد ت التفاضلية الجزئية في بعض فروع 
وتعد المعالجة التحليلية لهذه   ,ميكانيكية الرم و النظرية الرهرومغناطيسية أمثلة للمعاد ت التفاضلية الجزئية

ق ائلطر استخدام اأصبح ق الرياضية المتقدمة, من ناحية أخرى ائتتطلب تطبيق الطر  ,إذالمعاد ت عملية معقدة جداً 
 .[12]أسهل لإيجاد حلول تقريبية بما فيه الرفاية عموماً العددية البسيطة والرفوءة 

وصف ت كيلة عل  بسبب تعقيدها وقد تها  Kuramoto-Sivashinskyمعادلة د س العديد من الباحثين 
لرثير من ا نتباه في جذبت امنحد ة لذلك هذه المعادلة ااغ ية ال جبهات كبيرة من الظواهر الطبيعية مثل استقرا 

 [3].المجاميع العلمية 
 simplest equation) باستخدام طريقة المعادلة ااسهل[7]فيN.A. Kudryashovقام الباحث

method )للبحث عن حلول مابوطة (exact solution )من طريقة المعاد ت التفاضلية غير الخطية الجديدة ,  
في البحث   تاوهناك فررتاو أساسيو  ت التفاضلية غير الخطية,وتقدم للبحث عن حلول مابوطة من المعاد 

أو يستعمل الحلول العامة للمعاد ت التفاضلية غير الخطية ااسهل, الفررة ااخرى أو يأخذ بنظر  إحداهما
والمعادلة   .K.Sتستعمل الطريقة لإيجاد حلول مابوطة لمعادلة و ا عتبا  المعاد ت المفردة المحتملة للد س, 

 توصف الموجات غير الخطية في السائل الموصل للحرا ة.
غير الخطية لتطوير تقريب  .K.Sمعادلة [11]في A. J. Robertsو  T. Mackenzieوقد حلل الباحثاو

( center manifold theory) المنوعة المر زيةعل  النظرية  اً و او التحليل مستند ,الفروقات المنتهية إل  حر ية
نموذج الفروقات المنتهية تنظم الحر ة بدقة وقد تُرتب ب كل منظم, إو النظرية تُطبق بعد أو اوقد  انوا مطمئنين 

  .K.S حقاً, إو معادلة  تحذف تقسيم المجال الطبيعي إل  عناصر صغيرة بإدخال عناصر الحدود الداخلية التي 
ثبتوا  ألإثبات أو الفروقات المنتهية ال مولية قد تُطبق عل  معاد ت الرتبة الرابعة غير الخطية, وقد  ثا ً استعملت م

 كل ليس فقط  مجموع ال روط  حر يةأو النظرية المنوعة المر زية المبتررة شمولية بمعن  أنها تعالع المعاد ت ال
 المنفهلة. 

 Korteweg-de Vries-Burger'sد قاما بحل معادلة فق [1]في.Al-Bakerو  Al-Rawiأما الباحثاو
باستخدام طريقتين من طرائق الفروقات المنتهية وهما الطريقة الامنية الراملة وطريقة الفروقات المنتهية ااسية, 

للطريقتين وعل   افة نقاط الم بك, وقا نوا   Fourier(Von-Neumann)ود سوا ا ستقرا ية العددية بطريقة 
لعددية التي تم الحهول عليها باستخدام تلك الطرائق مع نتائع الحل المابوط, ووجدوا تقا باً بين الحل  النتائع ا

 التحليلي والحلول العددية للطريقتين. 
 الأنموذج الرياضي -2

 : [10] تروو عل  النحو الآتي Kuramoto-Sivashinskyإو صيغة معادلة 
𝑢𝑡 = −𝑢𝑢𝑥 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥        , [0,32𝜋]                                                  … (1) 

 وال روط الحدودية هي  
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𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(32𝜋, 𝑡) = 1                          , 𝑡 ≥ 0

𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(32𝜋, 𝑡) = −
1

162
         , 𝑡 ≥ 0

}                                     … (2) 

 :[ 10]وال رط ا بتدائي هو [0,32π](:الفترة هي 1مثال )

𝑢(𝑥, 0) = 𝑐𝑜𝑠 (
𝑥

16
) (1 + 𝑠𝑖𝑛 (

𝑥

16
))                                                        … (3) 

 :[5]وال رط ا بتدائي هو[30,30-] (: الفترة هي2مثال )

𝑢(𝑥, 0) = 𝑐 +
15

19
√

11

19
(−9𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑘(𝑥 − 𝑥0))

+ 11𝑡𝑎𝑛ℎ3(𝑘(𝑥 − 𝑥0)))                                                      … (4) 

𝑘إذ إو   =
1

2
√

11

19
 , 𝑐 = 1.2, 𝑥0 = −12 

 : Kuramoto-Sivashinskyلمعادلةالحل العددي  -3
( إحدى أكثر الطرائق الرلاسيكية في Finite Differences Methodتعد طريقة الفروقات المنتهية )

التحليل العدد  للمعاد ت التفاضليةوتعد إحدى أكثر التطبيقات أهمية, وتُ كل الفروقات المنتهية قاعدة التحليل  
 [13,14]العدد   ما طبقت في طرائق عددية أخرى مثل التفاضل العدد  والترامل العدد . 

 :.K.Sلمعادلة ( Fully Implicit scheme)ة اشتقاق صيغة الطريقة الضمنية الكامل1-3

تسم  الطريقة بالامنية إذ إو الحل في  ل مستو  نتقدم فيه يحتاج إل  حل منظومة معاد ت خطية  ذات  
  j [4] تعتمد عل  نقطة واحدة في المستو   j+1وأو النقاط المراد إيجاد الحل عندها في المستو   ( nxm)سعة 

 وعل  النحو الآتي: 
𝑢1لإيجاد 

j+1   عند النقطة𝑥1 :نستخدم تقريبات الفروق التقدمية  ما مبين في أدناه 
𝑢𝑖

𝑗+1
− 𝑢𝑖

𝑗

𝑘
= −𝑢𝑖

𝑗
[
−3𝑢𝑖

𝑗+1
+ 4𝑢𝑖+1

𝑗+1
− 𝑢𝑖+2

𝑗+1

2ℎ
] − [

2𝑢𝑖
𝑗+1

− 5𝑢𝑖+1
𝑗+1

+ 4𝑢𝑖+2
𝑗+1

− 𝑢𝑖+3
𝑗+1

ℎ2
]

− [
3𝑢𝑖

𝑗+1
− 14𝑢𝑖+1

𝑗+1
+ 26𝑢𝑖+2

𝑗+
− 24𝑢𝑖+3

𝑗+1
+ 11𝑢𝑖+4

𝑗+1
− 2𝑢𝑖+5

𝑗+1

ℎ4
] 

إل  الطرف   (j)إل  الطرف اايمن وعناصر المستو   (j+1)ونقل عناصر المستو   kببارب المعادلة 
𝑟اايسر بفرض أو  =

𝑘

ℎ2
 وتبسيط المعادلة  نحهل عل :   

𝑢𝑖
𝑗
= (1 −

3ℎ𝑟

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 2𝑟 +

3𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖

𝑗+1
+ (−2𝑟ℎ𝑢𝑖

𝑗
− 5𝑟 −

14𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖+1

𝑗+1

+ (−
𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 4𝑟 +

26𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖+2

𝑗+1
+ (−𝑟 −

24𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖+3

𝑗+1
+

11𝑟

ℎ2
𝑢𝑖+4

𝑗+1

−
2𝑟

ℎ2
𝑢𝑖+5

𝑗+1
                                                                                          … (5) 

uiأما بقية الحلول 
j+1  عند النقاط𝑥i  إذ إو𝑖 = 2, … , 𝑛 − فيتم إيجادها من تقريبات الفروقات  2

 المر زية: 
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𝑢𝑖
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗

𝑘
= −𝑢𝑖

𝑗
[
𝑢𝑖+1

𝑗+1
− 𝑢𝑖−1

𝑗+1

2ℎ
] − [

𝑢𝑖+1
𝑗+1

− 2𝑢𝑖
𝑗+1

+ 𝑢𝑖−1
𝑗+1

ℎ2
]

− [
𝑢𝑖+2

𝑗+1
− 4𝑢𝑖+1

𝑗+1
+ 6𝑢𝑖

𝑗+1
− 4𝑢𝑖−1

𝑗+1
+ 𝑢𝑖+2

𝑗+1

ℎ4
] 

 بعد التبسيط تهبح المعادلة أعلاه بال كل الآتي: 

𝑢𝑖
𝑗
= (1 − 2𝑟 +

6𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖

𝑗+1
+ (

𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 𝑟 −

4𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖+1

𝑗+1
+ (−

𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 𝑟 −

4𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖−1

𝑗+1

+
𝑟

ℎ2
𝑢𝑖+2

𝑗+1
+

𝑟

ℎ2
𝑢𝑖−2

𝑗+1
                                                                       … (6) 

𝑢n−1أما لإيجاد 
j+1  :نستخدم تقريبات الفروق التراجعية  ما مبين في أدناه 

𝑢𝑖
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗

𝑘
= −𝑢𝑖

𝑗
[
3𝑢𝑖

𝑗+1
− 4𝑢𝑖−1

𝑗+1
+ 𝑢𝑖−2

𝑗+1

2ℎ
] − [

2𝑢𝑖
𝑗+1

− 5𝑢𝑖−1
𝑗+1

+ 4𝑢𝑖−2
𝑗+1

− 𝑢𝑖−3
𝑗+1

ℎ2
]

− [
3𝑢𝑖

𝑗+1
− 14𝑢𝑖−1

𝑗+1
+ 26𝑢𝑖−2

𝑗+1
− 24𝑢𝑖−3

𝑗+1
+ 11𝑢𝑖−4

𝑗+1
− 2𝑢𝑖−5

𝑗+1

ℎ4
] 

 وعلية نحهل عل  المعادلة 

𝑢𝑖
𝑗
= (1 +

3ℎ𝑟

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 2𝑟 +

3𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖

𝑗+1
+ (−2𝑟ℎ𝑢𝑖

𝑗
− 5𝑟 −

14𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖−1

𝑗+1

+ (
𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 4𝑟 +

26𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖−2

𝑗+1
+ (−𝑟 −

24𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑖−3

𝑗+1
+

11𝑟

ℎ2
𝑢𝑖−4

𝑗+1

−
2𝑟

ℎ2
𝑢𝑖−5

𝑗+1
                                                                                          … (7) 

 Boundary conditionsالشروط الحدودية

𝑥وال روط الحدودية للمعادلة والمتمثلة بالمعادلة   .K.Sذ رنا اانموذج الرياضي لمعادلة  = 𝑎 , 𝑥 =

𝑏  ولتقريب ال روط الحدودية باستخدام الطريقة الهريحة نحتاج إل  تعريف النقاط𝑥−2, 𝑥−1, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2 
 عل  النحو الآتي :

𝑥−2 = 𝑥0 − 2ℎ 
𝑥−1 = 𝑥0 − ℎ 
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ 
𝑥𝑛+2 = 𝑥𝑛 + 2ℎ 

 ( 1إذ إو هذه النقاط تقع خا ج ال بكة و ما في ال كل )
 
 
 
 
 

 
 
 

          

      

      

        

* j+1 

* * * * * j *

 

* * * 

* 

𝑢𝑛+2
𝑗  𝑢𝑛+1

𝑗  𝑢𝑛
𝑗  𝑢𝑛−1

𝑗  𝑢𝑛−2
𝑗  𝑢2

𝑗 𝑢1
𝑗 𝑢0

𝑗 𝑢−1
𝑗  𝑢−2

𝑗  

𝑢0
𝑗+1 𝑢𝑛

𝑗+1 

t 

X 
0X 1X 2X nX -nX

1 
2-nX …

.. 

…

.. 

…

.. 
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 j(يوضح النقاط التي تقع خا ج الم بك في المستو  1ال كل )
 الآو باستخدام الفروقات المر زية لل رط الحدود  الثاني من الرتبة الثانية  

𝜕2𝑢(𝑎, 𝑡)

𝜕𝑥2
= −

1

162
 

𝜕2𝑢(𝑏, 𝑡)

𝜕𝑥2
= −

1

162
 

𝑖للم تقة الثانية عندما  المر زيةتقريبات الفروقات وباستخدام  = 0 
𝑢1

𝑗
− 2𝑢0

𝑗
+ 𝑢−1

𝑗

ℎ2
= −

1

162
 

𝑢−1
𝑗

= −𝑢1
𝑗
+ 2𝑢0

𝑗
−

ℎ2

162 
…(8) 

𝑖وعندما   = 𝑛 

𝑢𝑛+1
𝑗

= −𝑢𝑛−1
𝑗

+ 2𝑢𝑛
𝑗
−

ℎ2

162 
…(9) 

𝑖وعند استخدام الفروقات المر زية لل رط الحدود  الثاني من الرتبة الرابعة عند   =  نحهل عل   0
−𝑢2

𝑗
+ 16𝑢1

𝑗
− 30𝑢0

𝑗
+ 16𝑢−1

𝑗
− 𝑢−2

𝑗

12ℎ2
= −

1

162
 

𝑢−2
𝑗

= −𝑢2
𝑗
+ 16𝑢1

𝑗
− 30𝑢0

𝑗
+ 16𝑢−1

𝑗
+

12ℎ2

162
…(10) 

𝑖وعندما   = 𝑛 

𝑢𝑛+2
𝑗

= −𝑢𝑛−2
𝑗

+ 16𝑢𝑛+1
𝑗

− 30𝑢𝑛
𝑗

+ 16𝑢𝑛−1
𝑗

+
12ℎ2

162
…(11) 

𝑖( عندما 6في المعادلة ) (10) نعوض المعادلة =  بعد التبسيط  (12)نحهل عل  المعادلة  0

𝑢0
𝑗+1

= (1 + 2𝑟 +
24𝑟

ℎ2
) 𝑢0

𝑗
+ (−

𝑟ℎ

2
𝑢0

𝑗
− 𝑟 −

12𝑟

ℎ2
) 𝑢1

𝑗
+ (

𝑟ℎ

2
𝑢0

𝑗
− 𝑟 −

12𝑟

ℎ2
) 𝑢−1

𝑗

−
12𝑟

162
…(12) 

 لنحهل عل  :   (12)(في المعادلة 8نلاحظ أو هناك نقطة أخرى تقع خا ج الم بك نعوض المعادلة ) 

𝑢0
𝑗+1

= (1 + 𝑟ℎ𝑢0
𝑗
−

𝑟ℎ3

2(162)
)𝑢0

𝑗
− (𝑟ℎ𝑢0

𝑗
)𝑢1

𝑗
+

𝑟ℎ2

162
…(13) 

𝑖عندما   (6)في المعادلة  (11)نعوض المعادلة  = 𝑛  :  فنحهل عل 

𝑢𝑛
𝑗+1

= (1 + 2𝑟 +
24𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑛

𝑗
+ (−

𝑟ℎ

2
𝑢𝑛

𝑗
− 𝑟 −

12𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑛+1

𝑗
+ (

𝑟ℎ

2
𝑢𝑛

𝑗
− 𝑟 −

12𝑟

ℎ2
) 𝑢𝑛−1

𝑗

−
12𝑟

162
…(14) 

 لنحهل عل  :  (14)في المعادلة  ( 9)نلاحظ أيااً وجود نقطة واقعة خا ج حدود الم بك, نعوض المعادلة 

𝑢𝑛
𝑗+1

= (1 − 𝑟ℎ𝑢𝑛
𝑗
+

𝑟ℎ3

2(162)
)𝑢𝑛

𝑗
+ (𝑟ℎ𝑢𝑛

𝑗
)𝑢𝑛−1

𝑗
+

𝑟ℎ2

162
…(15) 

 وبعد إيجاد الحل عند ال روط الحدودية نحهل عل  النظام الخطي الخماسي ااقطا  التالي: 

* 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐴1  𝐵1  0  0…    0            0  0                                           0…  0
0  𝐴2  𝐵2  𝐶1  𝐷1  𝐸1  𝐹1    0  . .                                    0…  0

𝑇𝐻𝐴𝐵  𝐶   0                  … 0                                0…    0
0   𝑇𝐻𝐴𝐵𝐶      0                             . .                0…    0
0    0    𝑇𝐻𝐴  𝐵𝐶    0     .                                      0…  0

.

.

.
0…  0           0. . 0                                             𝑇𝐻𝐴𝐵𝐶

0…   0          . .   0                             𝐹2  𝐸2  𝐷2   𝑇1 𝐻1  𝐴3  0
0…    0                                         0         0       0…       0  𝐻2  𝐴4]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑢0

𝑗+1

𝑢1
𝑗+1

𝑢2
𝑗+1

.

.

.

𝑢𝑛−2
𝑗+1

𝑢𝑛−1
𝑗+1

𝑢𝑛
𝑗+1

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (1 −

𝑟ℎ3

2(162)
)𝑢𝑛

𝑗
+

𝑟ℎ2

162

𝑢1
𝑗

.

.

.

.

.

.

.

𝑢𝑛−1
𝑗

(1 +
𝑟ℎ3

2(162)
)𝑢𝑛

𝑗
+

𝑟ℎ2

162]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐴1  𝐵1  0  0…    0            0  0                                           0…  0
0  𝐴2  𝐵2  𝐶1  𝐷1  𝐸1  𝐹1    0  . .                                    0…  0

𝑇𝐻𝐴𝐵  𝐶   0                  … 0                                0…    0
0   𝑇𝐻𝐴𝐵𝐶      0                             . .                0…    0
0    0    𝑇𝐻𝐴  𝐵𝐶    0     .                                      0…  0

.

.

.
0…  0           0. . 0                                             𝑇𝐻𝐴𝐵𝐶

0…   0          . .   0                             𝐹2  𝐸2  𝐷2   𝑇1 𝐻1  𝐴3  0
0…    0                                         0         0       0…       0  𝐻2  𝐴4]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑢0

𝑗+1

𝑢1
𝑗+1

𝑢2
𝑗+1

.

.

.

𝑢𝑛−2
𝑗+1

𝑢𝑛−1
𝑗+1

𝑢𝑛
𝑗+1

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (1 −

𝑟ℎ3

2(162)
)𝑢𝑛

𝑗
+

𝑟ℎ2

162

𝑢1
𝑗

.

.

.

.

.

.

.

𝑢𝑛−1
𝑗

(1 +
𝑟ℎ3

2(162)
)𝑢𝑛

𝑗
+

𝑟ℎ2

162]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

∀ 𝑗 = 1,2,3, … ,𝑚 
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 إذ إو 
A=(1 − 2𝑟 +

6𝑟

ℎ2
),A1=(1 − 𝑟ℎ𝑢𝑛

𝑗
),A2=(1 −

3ℎ𝑟

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 2𝑟 +

3𝑟

ℎ2
),  

 A3=(1 +
3ℎ𝑟

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 2𝑟 +

3𝑟

ℎ2), A4=(1 + 𝑟ℎ𝑢𝑛
𝑗
), B=(

𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 𝑟 −

4𝑟

ℎ2), B1=(𝑟ℎ𝑢𝑛
𝑗
), 

 B2=(−2𝑟ℎ𝑢𝑖
𝑗
− 5𝑟 −

14𝑟

ℎ2
), C= 𝑟

ℎ2
 

 رتيبالمعاد تلنحهلعلىنظامسداسيا قطا وبت
C1=(−

𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 4𝑟 +

26𝑟

ℎ2
), D1=(−𝑟 −

24𝑟

ℎ2
), D2=(−𝑟 −

24𝑟

ℎ2
), E1=11𝑟

ℎ2
, E2=11𝑟

ℎ2
, 

F1=−
2𝑟

ℎ2, F2=−
2𝑟

ℎ2, H=(−
𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 𝑟 −

4𝑟

ℎ2), H1=(−2𝑟ℎ𝑢𝑖
𝑗
− 5𝑟 −

14𝑟

ℎ2 ), H2=(−𝑟ℎ𝑢𝑛
𝑗
), 

T= 𝑟

ℎ2, T1=(
𝑟ℎ

2
𝑢𝑖

𝑗
+ 4𝑟 +

26𝑟

ℎ2 ) 
( أو الطرائق Direct Methodsأعلاه يمكن إيجاد الحل له باستخدام الطرائق المباشرة )النظام الخطي 

 Gaussian( لقد استخدمت إحدى الطرائق المباشرة وهي طريقة حذف  اوس )Iterative Methodsالتررا ية )

Elimination Method .) 

 Exponential Finite DifferenceSchemeاشتقاق صيغة طريقة الفروقات المنتهية الأسية  3-2
 :.K.Sلمعادلة 

للحالة غير المستقرة في البعد الواحد   1985في عام  Bhattacharyaقدم هذه الطريقة اول مرة العالم 
للتوصيل الحرا   في الإحداثيات الديكا تية, بعد ذلك طو ت خوا زمية الطريقة لحل معادلة ا نت ا  ذات البعد 

الإحداثيات ااسطوانية وطبقت عل  مسائل ذات بعدين وثلاثة أبعاد. وتستعمل الطريقة لحل المعاد ت  يالواحد ف 
 [6] .التفاضلية الجزئية غير الخطية في بعد واحد وبعدين للإحداثيات الديكا تية

بلة  ترمز ا  دالة مستمرة وقا 𝐹(𝑢)وطريقة اشتقاق صيغة الفروقات المنتهية ااسية تروو بفرض أو 
 ينتع : 𝐹بم تقة  (1)وبارب المعادلة   ,[2]للاشتقاق 

𝜕𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐹′(𝑢) (−𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2
)                                                       … (16) 

 وهذا يؤد  إل   
𝜕𝐹

𝜕𝑡
= 𝐹′(𝑢) (−𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2
)                                                             … (17) 

F∂باستخدام الفروقات التقدمية ا عتيادية وتعوياها عن 

∂t
 نحهل عل  :  

𝐹(𝑢𝑖
𝑗+1

) − 𝐹(𝑢𝑖
𝑗
)

𝑘
= 𝐹′(𝑢𝑖

𝑗
) [−𝑢𝑖

𝑗 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
𝑖

𝑗

− (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

𝑖

𝑗

− (
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
)

𝑖

𝑗

]       … (18) 

𝐹(𝑢)نفرض أو   = ln 𝑢  غة الفروقات ااسية وعل  النحو الآتي:نحهل عل  صي 

𝑢𝑖
𝑗+1

= 𝑢𝑖
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢𝑖
𝑗
(−𝑢𝑖

𝑗 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
𝑖

𝑗

− (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

𝑖

𝑗

− (
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
)

𝑖

𝑗

)]                   … (19) 

𝑢1لإيجاد الحل بهذه الطريقة نتبع ااسلوب المقترح وهو أو يحسب الحل 
𝑗+1   باستخدام المعدل الحسابي

 تقدمية عل  النحو الآتي:للمعاد ت الفرقية ال

(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)𝑖
𝑗
=

−3𝑢𝑖
𝑗
+ 4𝑢𝑖+1

𝑗
− 𝑢𝑖+2

𝑗

2ℎ
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(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)𝑖
𝑗
=

2𝑢𝑖
𝑗
− 5𝑢𝑖+1

𝑗
+ 4𝑢𝑖+2

𝑗
− 𝑢𝑖+3

𝑗

ℎ2
 

(
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
)𝑖
𝑗
=

3𝑢𝑖
𝑗
− 14𝑢𝑖+1

𝑗
+ 26𝑢𝑖+2

𝑗
− 24𝑢𝑖+3

𝑗
+ 11𝑢𝑖+4

𝑗
− 2𝑢𝑖+5

𝑗

ℎ4
 

 ( نحهل عل  19وتعوياها في المعادلة)
𝑢𝑖

𝑗+1

= 𝑢𝑖
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢𝑖
𝑗
(−𝑢𝑖

𝑗
(
−3𝑢𝑖

𝑗
+ 4𝑢𝑖+1

𝑗
− 𝑢𝑖+2

𝑗

2ℎ
) − (

2𝑢𝑖
𝑗
− 5𝑢𝑖+1

𝑗
+ 4𝑢𝑖+2

𝑗
− 𝑢𝑖+3

𝑗

ℎ2
)

− (
3𝑢𝑖

𝑗
− 14𝑢𝑖+1

𝑗
+ 26𝑢𝑖+2

𝑗
− 24𝑢𝑖+3

𝑗
+ 11𝑢𝑖+4

𝑗
− 2𝑢𝑖+5

𝑗

ℎ4
))]        … (20) 

,𝑢(𝑥𝑖ولحساب الحلول التقريبية  𝑡𝑗)  إذ إوi=2,3,…,n-2  نعوض المعاد ت الفرقية المر زية في المعادلة
 ( نحهل عل  19)

𝑢𝑖
𝑗+1

= 𝑢𝑖
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢𝑖
𝑗
(−𝑢𝑖

𝑗
(
𝑢𝑖+1

𝑗
− 𝑢𝑖−1

𝑗

2ℎ
) − (

𝑢𝑖+1
𝑗

− 2𝑢𝑖
𝑗
+ 𝑢𝑖−1

𝑗

ℎ2
)

− (
𝑢𝑖+2

𝑗
− 4𝑢𝑖+1

𝑗
+ 6𝑢𝑖

𝑗
− 4𝑢𝑖−1

𝑗
+ 𝑢𝑖−2

𝑗

ℎ4
))]                … (21) 

 ( لنحهل عل  19فية في المعادلة) نعوض المعاد ت الفرقية الخل i=n-1أما عند ال 
𝑢𝑖

𝑗+1

= 𝑢𝑖
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢𝑖
𝑗
(−𝑢𝑖

𝑗
(
3𝑢𝑖

𝑗
− 4𝑢𝑖−1

𝑗
+ 𝑢𝑖−2

𝑗

2ℎ
) − (

2𝑢𝑖
𝑗
− 5𝑢𝑖−1

𝑗
+ 4𝑢𝑖−2

𝑗
− 𝑢𝑖−3

𝑗

ℎ2
)

− (
3𝑢𝑖

𝑗
− 14𝑢𝑖−1

𝑗
+ 26𝑢𝑖−2

𝑗
− 24𝑢𝑖−3

𝑗
+ 11𝑢𝑖−4

𝑗
− 2𝑢𝑖−5

𝑗

ℎ4
))]          … (22) 

 
 Boundary Conditionsالشروط الحدودية 

عند تقريب ال روط الحدودية للمعادلة سيتم الحهول عل  المعاد ت  الامنيةكما موضح في الطريقة 
 نحهل عل    i=0عندما   (12)في المعادلة  (10) نفسها للطريقة ااسية أ  أنة سيتم تعويض المعادلة

𝑢0
𝑗+1

= 𝑢0
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢0
𝑗
(−𝑢0

𝑗
[
𝑢1

𝑗
− 𝑢−1

𝑗

2ℎ
] − [

𝑢1
𝑗
− 2𝑢0

𝑗
+ 𝑢−1

𝑗

ℎ2
] − [

12𝑢1
𝑗
− 24𝑢0

𝑗
+ 12𝑢−1

𝑗

ℎ4
]

−
12

162ℎ2
)]… (23) 

 لنحهل عل     (23)في المعادلة  (8)ونعوض المعادلة 

𝑢0
𝑗+1

= 𝑢0
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢0
𝑗
(
𝑢0

𝑗

2ℎ
(2𝑢1

𝑗
+ 2𝑢0

𝑗
−

ℎ2

162
) −

1

162
)]… (24) 



 لحل ... استخدام طريقة الفروقات المنتهية الأسية 

 

155 

 نحهل عل   ( 12)في المعادلة  (11) نعوض المعادلة i=nأما عند 

𝑢𝑛
𝑗+1

= 𝑢𝑛
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢𝑛
𝑗
(−𝑢𝑛

𝑗
[
𝑢𝑛+1

𝑗
− 𝑢𝑛−1

𝑗

2ℎ
] − [

𝑢𝑛+1
𝑗

− 2𝑢𝑛
𝑗
+ 𝑢𝑛−1

𝑗

ℎ2
]

− [
12𝑢𝑛+1

𝑗
− 24𝑢𝑛

𝑗
+ 12𝑢𝑛−1

𝑗

ℎ4
] −

12

162ℎ2
)]                  … (25) 

 لنحهل عل     (25)في المعادلة  (9)ونعوض المعادلة 

𝑢𝑛
𝑗+1

= 𝑢𝑛
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢𝑛
𝑗
(
𝑢𝑛

𝑗

2ℎ
(2𝑢𝑛

𝑗
− 2𝑢𝑛−1

𝑗
−

ℎ2

162
) −

1

162
)]                 … (26) 

 : Kuramoto-Sivashinskyلمعادلة الاستقرارية العددية  -4
تُعد نظرية ا ستقرا ية العددية للمعاد ت التفاضلية الجزئية مع أكثر ال روط الحدودية عمومية في أغلب  
ااحياو صعبة جداً,  ا زدواج بين تقطيع ال روط الحدودية وتقطيع المعاد ت التفاضلية الجزئية أ  يمكن أو  

 . [9]تروو غير ملحوظة 

 : تحليل الاستقرارية العددية لطريقة الفروقات المنتهية الضمنية الكاملة 4-1

نقوم بد اسة ا ستقرا ية العددية لطريقة الفروقات المنتهية Fourier(Von-Neumann)باستخدام طريقة 
واو هذه الطريقة تتطلب تحويل المسالة إل  معادلة خطية لذالك نقوم بحذف الجزء غير   .K.Sالراملة لمعادلة 

 الخطي من المعادلة وعل  النحو الآتي   : 
 نستخدم المعادلة الفرقية الآتية :  i=1عند العقدة الثانية 

𝑢𝑖
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗

𝑘

= −[
2𝑢𝑖

𝑗+1
− 5𝑢𝑖+1

𝑗+1
+ 4𝑢𝑖+2

𝑗+1
− 𝑢𝑖+3

𝑗+1

ℎ2
]

− [
3𝑢𝑖

𝑗+1
− 14𝑢𝑖+1

𝑗+1
+ 26𝑢𝑖+2

𝑗+
− 24𝑢𝑖+3

𝑗+1
+ 11𝑢𝑖+4

𝑗+1
− 2𝑢𝑖+5

𝑗+1

ℎ4
]        … (27) 

iنعوض عن 
jب𝜑(𝑡)𝑒𝑚𝛽𝑥  ( إذ أو 27)في المعادلة𝜑(𝑡) ≠ 0  ,𝛽 > 𝑚و  0 = وبارب  1−√

𝑘بطرفي المعادلة 

𝑒𝑚𝛽𝑥  وفرض أو𝑟 =
𝑘

ℎ2   نحهل عل 
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a
 

 وأو 
𝑎 = 1 + 𝑟[2 − 5𝑒𝑚𝛽ℎ + 4𝑒2𝑚𝛽ℎ − 𝑒3𝑚𝛽ℎ]

+
𝑟

ℎ2
[3 − 14𝑒𝑚𝛽ℎ + 26𝑒2𝑚𝛽ℎ − 24𝑒3𝑚𝛽ℎ + 11𝑒4𝑚𝛽ℎ − 2𝑒5𝑚𝛽ℎ] 

 باستخدام مفروك ذ  الحدين للمقام وبالتبسيط نحهل عل  
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a1
 

𝑎1 = 1 + 𝑟 [(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)
3
+ (1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

2
] +

𝑟

ℎ2
[2(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

5
+ (1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

4
] 
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⇒
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a2
                                                                                        … (28) 

𝑎2 = 1 + 𝑟(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)
3
[1 +

2

ℎ2
(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

2
] + 𝑟(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

2
[1 +

1

ℎ2
(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

2
] 

 ( وإعادة  تابتها عل  النحو الآتي:28بتبسيط المعادلة )
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

A + 𝑚B
= 𝜓                                                                          … (29) 

 هو عامل التاخم وإو   𝜓إذ إو 

𝐴 = 1 + 𝑟 (8𝑟𝑠𝑖𝑛6 (
𝛽ℎ

2
) − 6𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) +

64

ℎ2
𝑠𝑖𝑛10 (

𝛽ℎ

2
)

−
160

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛6 (

𝛽ℎ

2
) +

20

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) + 4𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
)

− 𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ) +
16

ℎ2
𝑠𝑖𝑛8 (

𝛽ℎ

2
) −

24

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
) +

1

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4(𝛽ℎ)) 

𝐵 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽ℎ)(−12𝑠𝑖𝑛4 (
𝛽ℎ

2
) + 𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ) −

160

ℎ2
𝑠𝑖𝑛8 (

𝛽ℎ

2
) +

80

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
)

−
2

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4(𝛽ℎ) − 4𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) −

32

ℎ2
𝑠𝑖𝑛6 (

𝛽ℎ

2
)

+
8

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
)) 

 إو ال رط الارو   والرافي للاستقرا ية العددية هو

|
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
| = |𝜓| ≤ 1 

𝑠𝑖𝑛2روو ت (𝛽ℎ)لبعض قيم  (
𝛽ℎ

2
) =  نحهل عل  [8]1

𝐴 = 1 + 𝑟 (5 −
83

ℎ2
) 

𝐵 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽ℎ) (−15 −
106

ℎ2
) 

 ( تهبح عل  النحو الآتي:29عليه فاو المعادلة )
|𝜓| =

1

√A2 + B2
=

1

√1 + 2𝑟 (5 −
83

ℎ2
) + 𝑟2 (5 −

83

ℎ2
)
2

+ 𝑟2 (−15 −
106

ℎ2
)
2
 

A2√من الواضح أو   + B2 ≥ |𝜓|عليه نحهل عل  تحقيق ال رط  1 ≤ 1 
𝑖 أما لد اسة استقرا ية الحلول عند العقد  = 2,3, … , 𝑛 −  فنستخدم المعادلة الفرقية الآتية :2

𝑢𝑖
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗

𝑘
= − [

𝑢𝑖+1
𝑗+1

− 2𝑢𝑖
𝑗+1

+ 𝑢𝑖−1
𝑗+1

ℎ2
] − [

𝑢𝑖+2
𝑗+1

− 4𝑢𝑖+1
𝑗+1

+ 6𝑢𝑖
𝑗+1

− 4𝑢𝑖−1
𝑗+1

+ 𝑢𝑖+2
𝑗+1

ℎ4
] 

iنعوض عن  
jب𝜑(𝑡)𝑒𝑚𝛽𝑥   في المعادلة أعلاه وفرض أو𝑟 =

𝑘

ℎ2
 نحهل عل   

𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a
 

a = 1 + 𝑟[𝑒𝑚𝛽ℎ − 2 + 𝑒−𝑚𝛽ℎ] +
𝑟

ℎ2
[𝑒2𝑚𝛽ℎ − 4𝑒𝑚𝛽ℎ + 6 − 4𝑒−𝑚𝛽ℎ + 𝑒−2𝑚𝛽ℎ] 
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𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a1
=

1

A
= 𝜓                                                                           … (30) 

a1 = 1 + 4𝑟𝑠𝑖𝑛2 (
𝛽ℎ

2
) −

8𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
) +

2𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ) −

8𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) 

𝑠𝑖𝑛2تروو  (𝛽ℎ)لبعض قيم  (
𝛽ℎ

2
) =  نحهل عل   1

|𝜓| =
1

√𝐴2
=

1

√1 + r (−8 +
28

ℎ2) + 𝑟2 (4 −
14

ℎ2)
2
 

1√من الواضح أو   + r (−8 +
28

ℎ2) + 𝑟2 (4 −
14

ℎ2)
2

≥ |𝜓|علية فإو ال رط  1 ≤  يتحقق. 1
 فنستخدم المعادلة الفرقية الآتية :  i=n-1أما النقطة

𝑢𝑖
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗

𝑘

= − [
2𝑢𝑖

𝑗+1
− 5𝑢𝑖−1

𝑗+1
+ 4𝑢𝑖−2

𝑗+1
− 𝑢𝑖−3

𝑗+1

ℎ2
]

− [
3𝑢𝑖

𝑗+1
− 14𝑢𝑖−1

𝑗+1
+ 26𝑢𝑖−2

𝑗+1
− 24𝑢𝑖−3

𝑗+1
+ 11𝑢𝑖−4

𝑗+1
− 2𝑢𝑖−5

𝑗+1

ℎ4
]       … (31) 

iنعوض عن  
jب𝜑(𝑡)𝑒𝑚𝛽𝑥 ( وفرض أو  31في المعادلة )𝑟 =

𝑘

ℎ2  : نحهل عل 
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a
 

 وإو 
𝑎 = 1 + 𝑟[2 − 5𝑒−𝑚𝛽ℎ + 4𝑒−2𝑚𝛽ℎ − 𝑒−3𝑚𝛽ℎ]

+
𝑟

ℎ2
[3 − 14𝑒−𝑚𝛽ℎ + 26𝑒−2𝑚𝛽ℎ − 24𝑒−3𝑚𝛽ℎ + 11𝑒−4𝑚𝛽ℎ

− 2𝑒−5𝑚𝛽ℎ] 
 باستخدام مفروك ذ  الحدين للمقام وبالتبسيط نحهل عل  

𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a1
 

𝑎1 = 1 + 𝑟 [(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)
3
+ (1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

2
] +

𝑟

ℎ2
[2(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

5
+ (1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

4
] 

⇒
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

a2
                                                                                        … (32) 

𝑎2 = 1 + 𝑟(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)
3
[1 +

2

ℎ2
(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

2
]

+ 𝑟(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)
2
[1 +

1

ℎ2
(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

2
] 

 وإعادة  تابتها عل  النحو الآتي: (32)بتبسيط المعادلة 
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
=

1

A + mB
= 𝜓                                                                          … (33) 

 هو عامل التاخم وإو   𝜓إذ إو  
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𝐴 = 1 + 𝑟 (8𝑟𝑠𝑖𝑛6 (
𝛽ℎ

2
) − 6𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) +

64

ℎ2
𝑠𝑖𝑛10 (

𝛽ℎ

2
)

−
160

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛6 (

𝛽ℎ

2
) +

20

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) + 4𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
)

− 𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ) +
16

ℎ2
𝑠𝑖𝑛8 (

𝛽ℎ

2
) −

24

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
) +

1

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4(𝛽ℎ)) 

𝐵 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽ℎ)(12𝑠𝑖𝑛4 (
𝛽ℎ

2
) − 𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ) +

160

ℎ2
𝑠𝑖𝑛8 (

𝛽ℎ

2
) −

80

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
)

+
2

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4(𝛽ℎ) + 4𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) +

32

ℎ2
𝑠𝑖𝑛6 (

𝛽ℎ

2
)

−
8

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ)𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
)) 

𝑠𝑖𝑛2تروو  (𝛽ℎ)لبعض قيم  (
𝛽ℎ

2
) =  نحهل عل    1

𝐴 = 1 + 𝑟 (5 −
83

ℎ2
) 

𝐵 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽ℎ) (15 +
106

ℎ2
) 

 ( 33باستخدام ال رط الارو   والرافي للاستقرا ية العددية في المعادلة )
|𝜓| =

1

√A2 + B2
=

1

√1 + 2𝑟 (5 −
83

ℎ2) + 𝑟2 (5 −
83

ℎ2)
2

+ 𝑟2 (15 +
106

ℎ2 )
2
 

A2√من الواضح أو   + B2 ≥ |𝜓|عليه نحهل عل  تحقيق ال رط  1 ≤ 1 
( تروو مستقرة بدوو شرط  Fully-Implicit Methodعليه فإو الطريقة الامنية الراملة )

(unconditionally stable.عند جميع نقاط الم بك ) 

-Fourier (Vonتحليل الاستقرارية العددية لطريقة الفروقات المنتهية الأسية باستخدام طريقة   4-2

Neumann)  : 

 . (19)لد اسة ا ستقرا ية العددية لطريقة الفروقات ااسية نقوم بحذف الجزء غير الخطي من المعادلة 
 المعادلة مع الجزء غير الخطي هي : 

𝑢𝑖
𝑗+1

= 𝑢𝑖
𝑗
exp [

𝑘

𝑢𝑖
𝑗
(−ui

j
(
∂u

∂x
)
i

j

− (
∂2u

∂x2
)

i

j

− (
∂4u

∂x4
)

i

j

)]                      … (34) 

 ( يكوو لدينا :34بحذف الجزء غير الخطي من المعادلة )

𝑢𝑖
𝑗+1

= 𝑢𝑖
𝑗
exp [

𝑘

𝑢𝑖
𝑗
(−(

∂2u

∂x2
)

i

j

− (
∂4u

∂x4
)

i

j

)]                                          … (35) 

 ستخدم المعادلة الفرقية الآتية:ن i=1ولد اسة ا ستقرا ية العددية نبدأ بالعقدة الثانية عندما 
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𝑢i
j+1

= 𝑢i
j
exp [

k

𝑢i
j
(−(

2𝑢𝑖
𝑗
− 5𝑢𝑖+1

𝑗
+ 4𝑢𝑖+2

𝑗
− 𝑢𝑖+3

𝑗

h2
)

− (
3ui

j
− 14ui+1

j
+ 26ui+2

j
− 24ui+3

j
+ 11ui+4

j
− 2ui+5

j

h4
))]          … (36) 

iنعوض عن  
jب𝜑(𝑡)𝑒𝑚𝛽𝑥 ( وبعد التبسيط نحهل عل 36في المعادلة ) 

𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
= exp {𝑟(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

3
[−1 −

2

ℎ2
(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

2
]

+ 𝑟(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)
2
[−1 −

1

ℎ2
(1 − 𝑒𝑚𝛽ℎ)

2
]} 

 وبتبسيط المعادلة أعلاه وبااسلوب المتبع نفسه في الطرائق ااخرى نحهل عل  : 
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
= exp{A + mB} = 𝜓                                                               … (37) 

 إذ إو 
𝐴 = 𝑟 (−5 +

83

ℎ2
) 

𝐵 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽ℎ) (15 +
106

ℎ2
) 

|𝜓| = |𝑒𝑥𝑝{𝐴 + 𝑖𝐵}| = 𝑒𝐴 ≤ 1 
|𝜓|عليه تروو   ≤ 𝐴فقط إذا  انت  1 ≤  أ  0

𝑟 (−5 +
83

ℎ2
) ≤ 0 

𝑟بما أو  >  دائماً صحيحة عليه  0

−5 +
83

ℎ2
≤ 0   ⇒

83

ℎ2
≤ 5 ⇒ ℎ > √

83

5
 

 فنستخدم المعادلة الفرقية الآتية :  i=2,..,n-2أما لد اسة ا ستقرا ية عند النقاط 

𝑢i
j+1

= 𝑢i
j
exp [

k

𝑢i
j
(−(

𝑢𝑖+1
𝑗

− 2𝑢𝑖
𝑗
+ 𝑢𝑖−1

𝑗

h2
)

− (
ui+2

j
− 4ui+1

j
+ 6ui

j
− 4ui−1

j
+ ui−2

j

h4
))]                 … (38) 

iنعوض عن  
jب𝜑(𝑡)𝑒𝑚𝛽𝑥  بعد التبسيط نحهل عل  :   ( 38)في المعادلة 

𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
= exp {−𝑟[𝑒𝑚𝛽ℎ − 2 + 𝑒−𝑚𝛽ℎ]

−
𝑟

ℎ2
[𝑒2𝑚𝛽ℎ − 4𝑒𝑚𝛽ℎ + 6 − 4𝑒−𝑚𝛽ℎ + 𝑒−2𝑚𝛽ℎ]} 

 بالتبسيط نحهل عل  
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𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
= exp {4𝑟𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) −

8𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
) +

2𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ) −

8𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
)} = 𝑒𝐴

= 𝜓                                              … (39) 
 إذ إو 

𝐴 = 4𝑟𝑠𝑖𝑛2 (
𝛽ℎ

2
) −

8𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛4 (

𝛽ℎ

2
) +

2𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2(𝛽ℎ) −

8𝑟

ℎ2
𝑠𝑖𝑛2 (

𝛽ℎ

2
) 

 ينتع
|𝜓| = |𝑒𝐴| 

𝐴لري يتحقق ال رط يجب أو تروو    ≤  أو أ 0
𝐴 = r (4 −

14

ℎ2
) 

𝑟 (4 −
14

ℎ2
) ≤ 0 

𝑟بما أو  >  دائماً صحيحة عليه  0
4 −

14

ℎ2
≤ 0   ⇒

14

ℎ2
≤ 4  

⇒
1

ℎ2
≤

4

14
⇒ ℎ ≥ √

14

4
 

 فنستخدم المعادلة الفرقية الآتية :  i=n-1أما للعقدة
𝑢𝑖

𝑗+1

= 𝑢𝑖
𝑗
𝑒𝑥𝑝 [

𝑘

𝑢𝑖
𝑗
(−(

2𝑢𝑖
𝑗
− 5𝑢𝑖−1

𝑗
+ 4𝑢𝑖−2

𝑗
− 𝑢𝑖−3

𝑗

ℎ2
)

− (
3𝑢𝑖

𝑗
− 14𝑢𝑖−1

𝑗
+ 26𝑢𝑖−2

𝑗
− 24𝑢𝑖−3

𝑗
+ 11𝑢𝑖−4

𝑗
− 2𝑢𝑖−5

𝑗

ℎ4
))]        … (40) 

iنعوض عن  
jب𝜑(𝑡)𝑒𝑚𝛽𝑥 ( وتبسيط المعادلة نحهل عل  : 40في المعادلة ) 

𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
= exp {−𝑟[2 − 5𝑒−𝑚𝛽ℎ + 4𝑒−2𝑚𝛽ℎ − 𝑒−3𝑚𝛽ℎ]

−
𝑟

ℎ2
[3 − 14𝑒−𝑚𝛽ℎ + 26𝑒−2𝑚𝛽ℎ − 24𝑒−3𝑚𝛽ℎ + 11𝑒−4𝑚𝛽ℎ

− 2𝑒−5𝑚𝛽ℎ]} 
 باستخدام مفروك ذ  الحدين نحهل عل   

𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
= exp {𝑟(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

3
[−1 −

2

ℎ2
(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

2
]

+ 𝑟(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)
2
[−1 −

1

ℎ2
(1 − 𝑒−𝑚𝛽ℎ)

2
]} 

 وبتبسيط المعادلة أعلاه بااسلوب المتبع نفسه في الطرائق ااخرى نحهل عل  
𝜑(𝑡 + 𝑘)

𝜑(𝑡)
= exp{A + mB} = 𝜓                                                               … (41) 

 إذ إو 
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𝐴 = 𝑟 (−5 +
83

ℎ2
) 

𝐵 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽ℎ) (−15 −
106

ℎ2
) 

 نجد أو   (41)  من المعادلة
|𝜓| = |𝑒𝑥𝑝{𝐴 + 𝑚𝐵}| = 𝑒𝐴 ≤ 1 

𝑟بما أو  >  دائماً صحيحة عليه  0

−5 +
83

ℎ2
≤ 0    ⇒

1

ℎ2
≤

5

83
⇒ ℎ ≥ √

83

5
 

 لخطوة الزمنية  ل.K.Sلحل معادلة  Exponential Finite differenceنلاحظ أو طريقة الفروقات ااسية 
k تروو ( غير م روطةunconditionally stable  لرل ).النقاط 

 Numerical Resultsالنتائج العددية    -5
سنناقش في هذه الفقرة النتائع العددية لطرائق الفروقات المنتهية المتمثلة بالطرائق الآتية الطريقة الامنية  
(, وقد نوقش حل  Exponential Scheme( وطريقة الفروقات الآسية )Fully Implicit Schemeالراملة )
-], والفترة (3)مع ال رط ا بتدائي في معادلة  [0,32π]مع أخذ الفترة  (2)وال روط الحدودية  (1)المعادلة 
 :  (4)مع ال رط ا بتدائي في معادلة [30,30
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والشرط  [0,32π]للفترة  يوضح مقارنة الحل العددي بين الطريقتين المستخدمة مع الحل المضبوط (:3الشكل )

 (3)في معادلة  الابتدائي
 

 

 
 

في   والشرط الابتدائي [30,30-]المستخدمة والحل المضبوط للفترة  للطريقتينيوضح الحلول العددية  (:4الشكل)
 (4)معادلة 
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والشرط  [30,30-]للفترة يوضح مقارنة الحل العددي بين الطريقتين المستخدمة مع الحل المضبوط: (5)الشكل 

 (4)في معادلة  الابتدائي

 الاستنتاجات -6
 حظنا أنها من المعاد ت الحرا ية المهمة في التطبيقات الهندسية  .K.Sمن خلال د استنا لمعادلة  

بكثرة في الآونة ااخيرة, وتعد من المعاد ت غير الخطية التي تحتاج إل  جهد   ها العلماءوالفيزيائية, وقد استخدم
كبير لغرض إيجاد الحل العدد  لها وتحتاج دقة  بيرة في معالجة الم تقة الرابعة, وقد توصلنا إل  أهم ا ستنتاجات 

 التي هي: 
 unconditionallyو شرط )( تروو مستقرة بدو Fully-Implicit Methodالطريقة الامنية الراملة ) إو

stable.عند جميع نقاط الم بك ) 
  تروو k لخطوة الزمنية ل.K.Sلحل معادلة  Exponential Finite differenceأو طريقة الفروقات ااسية 

 ( لرل النقاط.unconditionally stableغير م روطة )
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