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 التحليل الحركي لدوال العرض والطلب 

    
 
 

 

 المستخلص 
النظري والتطبيقي على التحليل الحركي للمتغيرات الاقتصادية باستخدام  إطاريهيدور البحث ضمن 

 القياس الاقتصادي والمعادلات التفاضلية. أساليب

 لأجملالقياسمي  الأسملوب تمم اسمتخدامعلى تحليل دالتي العرض والطلب  ركز البحث نظرياً وتطبيقياً 
تحديد معالم دالتي العرض والطلب . ثم تم توليف ذلم  مما اسمتخدام المعمادلات التفاضملية للتوصمل 

 النتائج النهائية. إلى

 في التحليل . الأسلوبيناستخدام هذين  أهمية أكدتنتائج رائعة  إلىتم التوصل 

 المقدمة
تمر فمي الحيماا الاقتصمادية ب مكل كبيمر بسمبب من الواضح في الزمن المعاصمر التعقيمد المسم أصبح

 وخارجياً.المؤثرات الاقتصادية داخلياً  إلى إضافةالكم الهائل من التعاملات 
الساكن المقارن على مستوى الت كيل الهائمل ممن  أولذا بدا من غير الممكن اعتماد التوازن الساكن 

 فيها.التغيرات و المتغيرات المؤثرا 
معرفمة  إلمىتموازن الحركمي يعتبمر السمبيل الوحيمد المذي يمكمن ممن خلالمه التوصمل عليه فمان اعتمماد ال

 بين المتغيرات الاقتصادية عبر الزمن. والتباعد مانقاط التقارب 
حديثمممة يمكمممن ممممن خلالهممما تحليمممل التممموازن الحركمممي  أسممماليباسمممتناداً لمممذل  يهمممدف البحمممث اسمممتخدام 

 والطلب كحالة دراسية خاصة.للمتغيرات الاقتصادية ب كل عام ومتغيري العرض 
 لذا جاء البحث بفرضية مفادها :

 لتحليل واقا المتغيرات الاقتصادية عبر الزمن. الأمثل الأسلوبيعتبر التوازن الحركي 

متقممدماً فممي ت ممخي  نقمماط التقممارب والتباعممد ممما بممين المتغيممرات  أسمملوباتعتبممر المعممادلات التفاضمملية 
 الاقتصادية عبر المسار الزمني.

 
 

 العشرونو  لثالعدد الثا                                                              المجلة العراقية للعلوم الادارية   

 محسن عبد الله حسن دم.أ.

 كلية الإدارة والاقتصاد

 ءجامعة كربلا
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 .المنطق التحليلي في ظل استخدام المعادلات التفاضلية:  أولا
 التالية:المعادلة التفاضلية  كانت لدينالو 

 + a1 +…….. + an-1Y(t) +anY = b……….….(1) 

 وب كل مختصر ومحدد ،
Y(t) + a1Y(t) + a2Y  = b ……………….………….. (2) 

 ( ثوابت .  a1 , a2 , b1كل من  )  إنحيث 
كمان  إذا( يساوي صمفراً ، حينئمذ تسممى المعادلمة بالمعادلمة المتجانسمة . لكمن bلو كان الحد الثابت )

 ( لا يساوي صفراً ، حينئذ ستكون المعادلة غير متجانسة.bالحد الثابت )
 ( سيكون بال كل2فان الحل الخا  بالعلاقة)  b≠0في الحالة التي تكون فيها ، 

Y ( t) = Yc + Yp  

انممه  فضمملا عممن( كحممل رياضممي  particular integral تمثممل التكامممل الخمما  ) Yp إنحيممث 
 إنعمن حالمة التموازن . علمماً  Ytانحمراف  إلى Yc، بينما ي ير  Ytيعطي القيمة التوازنية للمعادلة 

 ( يكون بال كل  .2التكامل الخا  للعلاقة)
Yp =       ……………………………….. (3)           a2 ≠0 

 ( .2تمثل الدالة المتممة للعلاقة ) Yc إنلذل  يمكن القول  إضافة
 لكن لو كانت المعادلة التفاضلية بال كل 

Y(t) + a1Y(t) + a2Y = 0     ………………………… (4) 

الحمل المطلموب . لكمن لمو تمعنما النظمر بالمعادلمة الاسمية ممن  إلمىكيمف يمكمن التوصمل  نتسماءلهنا 
Y=Aeالنوع )

rt إن( وفي هذا المجال لنعتبر 4مناسباً لحل العلاقة  ) أسلوبا( للاحظنا انها تعتبر  
 

 وان 

 

وان العلاقممة الثانيممة هممي الم ممتقة  Yللمتغيممر  الأولممىهممي الم ممتقة  الأولممىالعلاقممة  إنعلممى اعتبممار 
 . Yالثانية للمتغير 

 ال كل التالي : إلى ( 4نحول العلاقة ) إن( يمكن  Y , Y , Y الصيغ ) إلىاستناداً 
Ae

rt
 (r

2
 + a1r + a

a2
 ) = 0 …………………………… (4a ) 

( . لممذا فممان محاولممة الحممل 4( تسممتوفي العلاقممة )r , Aالقمميم المتعلقممة بكممل مممن )  إنعلممى اعتبممار 
Y=Aeللعلاقممممة )

rt تتحقممممل وذلمممم  بتعريممممف قيمممممة الثابممممت  إن( يجممممبA  وذلمممم  باسممممتخدام ال ممممروط
 تستوفي العلاقة  إنيجب  rقيم  إن فضلا عنالابتدائية للمسألة . 

r
2
 + a1r + a2 = 0 …………………………………… (4b) 
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(  2انهمما المعادلممة الكاملممة للعلاقممة ) أو( 4المعادلممة المميممزا للمعادلممة ) بأنهمماتعممرف  أعمملا العلاقممة  إن
انهمما تعطممي جممذرين فممي الحممل حيممث ي ممار لهممما بالجممذرين   إذ rعبممارا عممن معادلممة تربيعيممة فممي  لأنهمما

 يعبر غنهما بال كل ، إذميزين . الم

r1 , r2  = ………………………………. (5) 

تستخدم كأوساط ملائمة في مسار الحل  إنبين هذين الجذرين علاقة بسيطة والتي يمكن  إنحيث 
 : إن. أي  a 2وان حاصل ضربهما يساوي  a-1مجموع هذين الجذرين يساوي  إن إذ. 

r1 + r2 =  

r1 . r2 = =  

=  

Y=Ae حمل العلاقمة ) إثنماء r قيمة هذين الجذرين هي فقط القيم التي سموف نحمددها لمم  إن
rt لكمن )

 هنا  حلين للعلاقة وعلى ال كل التالي ، إنهذا يعني 
Y1=A1e

r1t
 

Y2=A2e
r2t

 

ن مميزين تم الحصمول عليهمما هما جذري  r2 , r1 هما ثابتان وان كل من  A2, A1كل من  إنحيث 
ومؤهل كحل عمام  A2,A1حل عام  واحد يستوفي كل من الثابتين  إلى( لذا نحتاج 5من العلاقة  )

 y(t) العلاقمةمن الحقيقة القائلة انمه لمدى مفاضملة  يأتيهذا  إنلمعادلة تفاضلية من الدرجة الثانية . 
العلاقة  إلىخلال عملية الا تقال. لذا فان العودا ثانية  فانه سوف نفقد ثابتين  الثانية للم تقة

Yt   طريمل واحمد وهمو  إمامنماثابتين ، حيمث يكمون  إضافةفان ذل  يحصل بالتكامل لذا يتطلب ذل
ننهمي ذلم  ممن خملال  إنويمكمن لنما  A2 ,A1تضممين كملا الثمابتين  لأجمل Y2 , Y1 جمما كمل ممن 

( فمان 4همما حمل للعلاقمة ) Y2 , Y1كان كل من  إذاف( 4كحل عام للعلاقة ) Y1+Y2عملية جما 
 ( سيكون بال كل :4تعويضهما وفقاً لترتيبهما في العلاقة )

 

 
 وبجما هاتين العلاقتين نحصل على:

(  
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قماً لمذل  فمأن الحمل العمام للعلاقمة ( بال مكل المطلموب وف4عملية الجما تسمتوفي العلاقمة ) إننستنتج 
يكتمب بال مكل  إن( يمكمن 2الدالة لمتمممة للعلاقمة ) أدلبتعبير  أو( ) أي المعادلة المتجانسة (  4)

 ( Yc = Y1 + Y2 وحسب صيغة الجذور المميزا الم ار  )(.5بالعلاقة ) إليها 
تعتممد فمي مجمال الحمل حسمب  إنفمان ثلاثمة خمالات يمكمن   r2 , r1بقيم الجذرين  الأمروبقدر تعلل 

 وعلى ال كل التالي :  r2 , r1طبيعة كل من 
 ( : distinct real root الجذر المميز الحقيقي ) الأولى:الحالة 

( هممو عبممارا عممن عممدد حقيقممي وان 5فممي العلاقممة ) ألتربيعمميفممان الجممذر    4a2عنممدما تكممون  
 نكتب الآتي : إنا عليه يمكن سيأخذان قيم حقيقية مميز  r2 , r1الجذرين 

Yc = Y1+Y2 = A1e
r1t

 +A2e
r2t

 …………………………….. (7) 

 المتكرر:الجذر  الثانية:الحالة 
فمممي  ألتربيعممميفمممان الجمممذر   =   4a2حينمممما تكمممون المعممماملات فمممي المعادلمممة التفاضممملية بال مممكل

 : إنتماثلة ، أي (  سوف يتلا ى وان الجذرين المميزين سيأخذان قيم م5العلاقة )
r (= r1 = r2) =  

لمممذا ووفقممماً لحالمممة الجمممذور المتكمممررا لمممو كتبنممما الدالمممة  المتكمممررا،مثمممل همممذ  الجمممذور تسممممى بالجمممذور  إن
 بال كل:المتممة 

Yc = Y1 + Y2  

 سنحصل على نتيجة واحدا ( أي : إيفان المجموع سينتهي في صيغة مفردا )
Yc = A1e

rt
 + A2e

rt
 = ( A1+A2)e

rt
 = A3e

rt 
………………… (8) 

حيممث سنحصممل علممى ثابممت واحممد فقممط وهممذ  الحالممة لممم تطممن كافيممة لتقودنمما مممن معادلممة تفاضمملية مممن 
 (.4)حد يستوفي العلاقة  إيجادلذا فان الطريل الوحيد هو  الأصليةالمعادلة  إلىمرتبة ثانية 

A4teالصممميغة التمممي سمممتؤدي همممذا المطلمممب همممي) إن 
rt) لمتغيمممر ا إنطالمممما  إذt  يمممدخل فمممي عمليمممة

A3eالضممرب لممذا فممان هممذا الحممد المممتمم هممو حممد مسممتقل خطيمماً عممن الحممد )
rt لممذا فممان الدالممة المتممممة )

 للجذر المتكرر هي :
Yc = A3e

r1t
 +A4te

r2t
 …………………………………….. (9) 

 (:The complex rootsالجذور المعقدة ) الثالثة:الحالة 
( 5فمي الصميغة ) ألتربيعميفان الجذر    4a2ية بال كل عندما تكون معاملات الدالة التفاضل

 يكتب بال كل : إنيمكن 
  =  .  =  

 الصيغة المختزلة ال كل : سنأخذوهنا 

h=  and  vi=  
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 عدين معقدين أي :ي ار لهما ب إنالجذرين يمكن  إن إذ
r1 , r2 = h  vi 

 إندائماً يظهمران سموية حيمث  لأنهماهذين الجذرين المعقدين يقال لهما بالجذرين الثنائيين  إنحيث 
لمذا فمان الدالمة المتمممة سمتكتب   vi, h والثماني يمثمل الفمرل مما بمين   vi , hاحمدهما يمثمل مجمموع 

 بال كل :
Yc = e

ht 
( A1e

vit
 + A2e

-vit
 ) ………………………. (10 ) 

فان الدالة المتممة ستكون دالة  مثلثيهصيغة  إلى الأقواسالتصوري ما بين  الآسيلو حولنا التعبير 
 وسوف تمثل باستخدام علاقات اويلر . وبال كل التالي : مثلثيه

e
iØ

 ≡ cosØ +i sin Ø …………………………….. (11) 

e
-iØ

 ≡ cosØ – i sin Ø …………………………….. (12) 

 ( ، لذا سنحصل على : Ø = vt وبجعل )
e

vit
 = cosvt + i sinvt  and e

-vit
 = cosvt – isinvt ………. (13) 

( و 11( ووفقماً للصميغتين )11(   فمي الصميغة )Ycالدالمة المتمممة ) إنومن هذ  العلاقة يتبا ذلم  
 كتابتها بال كل التالي : إعادا( يمكن 12)

Yc= e
hit

 [ A1 (cosvt + isinvt) + A2 (cosvt – isinvt)] 

     = e
ht

 [ ( A1+A2) cosvt+(A1-A2)isinvt ] ………….. (14) 

 على:وبالاختزال نحصل 
A5 ≡ A1 +A2  and  A6 ≡ ( A1 – A2 ) i  

 ستصبح : 14لذا فان العلاقة 
Yc= e

ht
 ( A5cosvt + A6sinvt ) …………………… ( 14a ) 

 مثلثيمه( همو دالمة  cosvt )  إن( نلاحمظ  A5cosvt ( ولاحظنما  الحمد ) 14aلمو تمعنما بالعلاقمة )
  2пبالفترا الزمنية :     vt للمتغير 

 Where : (2п = 6.2832 ) 

ستزداد   vt  إنالنقطة تتكرر في كل وقت بحيث  إنتعني  2пالفترا الزمنية  إن( : 1وبمدى قدر  )
بحيممث   tكمتغيمر وحيممد لمذا فمان التكمرار سمميحدث فمي كمل زممن   tالمزمن  نأخمذوحينمما ،2п بمقمدار 

 . 2п/vتكون الزيادا بالمقدار 
علممى اعتبممار انهمما مناسممبة فممي التحليممل الحركممي لممذا سمموف نعتبممر الفتممرا الزمنيممة  t إلممى وبالإ ممارالممذا 

(cosvt على اعتبار انها تساوي )2п/v ولدى مضاعفة الثابت .A5  فان ذل  سينعكس على الحد
(cosvt لمذا فممان التذبممذب فممي مسممتوى التغييممر )ل ممكلا سمميأخذ (±1 to ±A5 هممذا فممي حالممة كممون )

 ( .1المدى قدر  )
( همو عبمارا عمن دالمة جيمب A5cosvtعن الفتمرا الزمنيمة فسمتبقى كمما همي . وبايجما زان الحمد ) إما 

 .A6( وبمدى قدر  2п/vوبفترا قدرها ) tتمام للزمن
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يمموفر لنمما ( سمموف A5cosvt+A6sinvtالمقممدار ) إنم ممتركة حيممث  أولممذا سممتكون لممدينا فتممرا عامممة 
 = Ytالعلاقة  ) إلىوعند العودا  2п/vبحيث يزداد هذا التكرار بمقدار  tتكرار دائري في أي زمن 

Yc + Yp  الحمد  إن( يمكمن القمولYc يتمألف ( ممنA5cosvt+A6sinvt )همذ  الصميغة تمثمل  إن
ل ( والمممذي لمممم ينتهمممي والمممذي بمممدور  يعبمممر عمممن ممممدى تذبمممذب معمممين  حمممو Yالمسمممار الزمنمممي للمتغيمممر )

eعن الحد المضروب  إما( Ypمستوى التوازن )
ht ( فله 14كما يبدو في الصيغة )كبيمرا فمي  أهمية

المسمار الزمنمي سموف يتباعمد  لمدى  إنيجيمب عمن السمؤال القائمل همل  لأنمهالتحليل الحركي ، وذلم  
لممذا  h=0سمميبقى عنممد مسممتوا  . وهنمما يمكممن القممول انممه فممي حالممة كممون  أوانممه سمميتقارب  أو( tزيممادا )

eفمممان 
ht

( A5cosvt+A6sinvtوفمممي همممذ  الحالمممة فمممان الدالمممة المتمممممة المعبمممر عنهممما بال مممكل ) 1=
eفمان الحممد   h 1لممو كانمت إمماسميكون ممداها ثابممت أي عنمد نقطمة الاسممتقرار . 

ht   سموف يتنمماق
وان كمممل دورا متعاقبممة سمممتعبر عممن ممممدى متصمماغر عمممن الممدورا السمممابقة لهممما .  tباسممتمرار مممما تزايممد 

تذبمممذب متزايمممد أي عمممن انحمممراف متزايمممد عمممن حالمممة  إلمممىست مممير  فإنهممما h 1س حينمممما تكمممونوالعكممم
 .أدنا ما تم ذكر  يتضح جلياً في ال كل  إنالتوازن علماً 

                                         B              
                                                                                                                                                                            

      P                                    

                                                                                                
                         V                                                              

                                Ø                                           
          A                                                       C   

                                     H                                       
 

 

 

 

D                                                

علماً انه في المجال التطبيقي يثبت متغير الزمن على محيط الدائرا ويكون المسار الزمنمي معماكس 
 لاتجا  عقرب الساعة.

 : المسار التوازني لدوال العرض والطلب : ثانيا  
 الأولمممىباسمممتخدام الم مممتقتين  إيجممماد يمكمممن  الأسمممعاراتجممما   إنمفممماهيم المممزمن المسمممتمر  إلمممىاداً اسمممتن

موضممموع دالتمممي العمممرض والطلمممب ضممممن  سمممتأخذبالحسمممبان  الأسمممعاراخمممذ اتجممما   ولأجممملوالثانيمممة . 
 والثانية في هذا المجال: الأولىاستخدام الم تقتين 

 لو كانت لدينا الدالتين:
Qd = D ( p(t) , (t) , (t) )  
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Qs = s (p(t) ,  (t) ,  (t) ) ……………………….. (15) 

,pعلى الحالة الخطية لهذ  الدوال وبسطنا رموز المتغيرات المسمتقلة ) أكدنالو  ( عليمه يمكمن ,
 : الآتيكتابة 

Qd = α – βP  + m  +n     …………(β,α ) 

Qs = - γ+ δP +  + w  )   ………...(γ,δ )………….(16) 

يتبما  m للباعمة والم مترين ، حيمث لمو كانمت الأسمعار( تجمد توقعمات m,n ,wالمعمالم ) إن
الم مممترين  إن إلمممى، وهمممذا سممميؤدي  Qdزيمممادا الكميمممة المطلوبمممة   إلمممىتمممؤدي  عارالأسمممزيمممادا  إنذلممم  

 الأسمعار إنسيستمر لذا يرون لابد ممن زيمادا م مترياتهم حاليماً طالمما  الأسعارارتفاع  إنسيتوقعون 
،  الأسمعارتوقما معماكس فمي  إلمىفمان ذلم  سميؤدي  m لمو كانمت  إممالم تزل نسمبياً منخفضمة 

 . الأسعارانتظار انخفاض  لأجلن الم ترين سوف يقطعون م ترياتهم لذا فا
( لممذا فممان dp/dtعلممى معممدل تغيممر ) أيضمماتجعممل سمملو  الم ممترين يعتمممد  فإنهمما nعممن المعلمممة  إممما

 تدخل كعناصر مادية في موضوع المضاربة السعرية. m,nالمعالم 
 إنتبسميط سمنفترض  ولأجملين . تجلمب للباعمة نفمس مما ممر ممن مضمام فإنها  ,wعن المعالم  إما

ذات قميم غيمر صمفرية . معنمى  m,nوذلم  بجعمل كمل ممن  أسمعاردالة الطلب فقط تتضمن توقعمات 
السمول دائمماً تكمون فمي حالمة تصمفية .  إن. كمذل   سمعريهدالة العرض لا تتضممن توقعمات  إنذل  

ا المدالتين فمي العلاقمة لذل  يصبح ممن الممكمن موازنمة دالتمي العمرض والطلمب . اسمتناداً لمذل  وبجمم
 الترتيب سنحصل على العلاقة التالية : وبإعادا( 11)

+   –  p =          ……………………………… (17) 

وفقمماً ( و 2حممدودها تقابممل حممدود المعادلممة ) إن( ، حيممث 2هممي علممى هيئممة العلاقممة ) أعمملا العلاقممة  إن
 للتعويض التالي :

Y= P    ; a1=m/n     ; a2 =        b =   

( لمممذا فمممان والثانيمممة ) الأولمممى( تتضممممن كمممل ممممن الم مممتقتين 11همممذ  الصممميغة أي ) إنوطالمممما 
 . الأسوالالسعر الذي يظهر  هو عبارا عن السعر التوازني في مفهوم تصفية 

 وذل  باستخدام العلاقة : إيجاد ضمن هذ  العلاقة من السهولة  ألسعريوازن الت إن
Y(p) =  ; a2 ≠ 0  

 ( فان :11ووفقاً للعلاقة )
P(p) =  =  

فمان لهما ثلاثمة  p(c)تعبر عن توازن ساكن ، أما عن الدالمة المتمممة  فإنهاولكون الصيغة موجبة لذا 
 الات هي :ح



 622 

  إنجذر حقيقي مميز أي  الحالة الأولى :
(m/n)

2
  -4( )  

 الدالة المتممة الممثلة لهذ  الحالة هي : إن
P(c)= A1e

r1t
 + A2e

r2t
  

 : إنحيث 

r1,r2= [ -   ±  

 ووفقاً لذل  فان الحل العام هو :
P(t) = Pc +Pp = A1e

r1t 
+ A2e

r2t
 +  

 حينما تكون  الحالة الثانية :
(m/n)

2
 -4( )  

 قيم منفردا  وهي : تأخذالجذور المميزا  إنفي مثل هذ  الحالة 
r = -M/2n 

 لذا فان الحل العام يصبح بال كل :
r= -m/2n  P(t) = A3e

-mt/2n
 + A4te

-mt/2n
 +  

 حينما تكون ة :الحالة الثالث
(m/n)

2
  -4( )  

، أي  الأزواجالمعقمدا ثنائيمة  الإعدادالجذور المميزا هي عبارا عن زوج من  إنفي مثل هذ  الحالة 
 : إن

r1,r2 = h+vi 

where h = -        and  vi = 1/2  

 لذا فان الحل العام يصبح بال كل :
P(t) = e

-mt/2n
 [A5cosvt + A6sinvt ] +  

 التطبيقي للدراسة : الإطار
وفقماً لنمماذج  إليمهالمسمار العملمي لمما ورد ممن تحليمل نظمري ، فانمه ذلم  يمكمن التوصمل  إيجماد لأجل

 مبنية على الافتراضات التالية : أربعةافتراضية 
دالمة تقديريمة علمى  إيجمادلوبمة . بمعنمى تحديد ثلاثة نماذج تمثل العلاقة ما بين السمعر والكميمة المط

 ثلاثة مراحل .
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السائدا في السول وفقاً لحالمة تموازن وقتمي مما بمين الكميمة  الأسعار: تعبر عن واقا  الأولىالمرحلة 
 المطلوبة والكمية المعروضة .

مممن سمميزيدون  فممأنهملممذا  الأسممعارتسممتند هممذ  المرحلممة علممى توقمما الم ممترين بزيممادا  الثانيةةة:المرحلةةة 
 . dp/dtهذ  المرحلة تتسم بتغير مستوى الطلب  إن ،المرحلةم ترياتهم خلال هذ  

سمممتنخفض لمممذا سمممتخفض بالمقابمممل م مممترياتهم وهمممذا  الأسمممعار إنيتوقممما الم مممترين  :الثالثةةةةالمرحلةةةة 
dpوالطلممب  الأسممعارالتغيممر فممي مسممتوى 

2
/dt

 السممابقة ودراسمماتنتممائج المرحلممة  إلممىمبنممي اسممتناداً  2
 السول.

انمه لا  فضملا عمنحديد نموذج قياسمي افتراضمي يمثمل العلاقمة مما يمن السمعر والكميمة المعروضمة . ت
المتغيمممر المممذي يمممتحكم بمسمممارات التممموازن همممو متغيمممر الطلمممب كمممما  إن أخمممريتضممممن توقعمممات بمعنمممى 

 سيتضح لاحقاً.

 الطلب:نماذج 
وفقاً للم اهدات التاليمة  p الأسعارمقابل مستوى  Qdالعلاقة التالية تمثل مستوى  : الأولالنموذج 

: 
Q P P.Q P

2
 

24 16 384 256 

26 15 390 225 

31 13 403 169 

41 10 410 100 

46 9 414 81 

48 4 192 16 

∑Q = 216 ∑P = 76 ∑P.Q=3912 ∑P
2 
= 847 

(  P ) =  ; │D│ = 593  

 (  P)
-1

 =   ; ●B =  .  │ │ 

● b0 = 61 

● b1 ≡ 2.5 

 
 النموذج الثاني :
  فأنهملذا  الأسعارودراسات السول يتوقا الم ترين استمرار زيادا  الأولاستناداً للنموذج 

 سيزيدون م ترياتهم في هذ  المرحلة وفقاً للعلاقة التالية :
Q P P . Q P

2
 

73 36 2232 1296 

69 33 2277 1089 

75 28 2100 784 

81 20 1620 400 

95 17 1615 289 

122 6 732 36 

∑Q = 504 ∑P = 140 ∑P. Q = 10576 ∑P
2 
= 3894 
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 نتائج النموذج بدون حد ثابت وبالانحرافات هي : 
∑QP = - 1184 

∑p2 = 628  

=  = -1.8  

 النموذج الثالث :
 إلممممى الأسممممعاروتوقعممممات الم ممممترين بجنممممو   2سممممول الممممذي ي ممممير لممممه النممممموذج رقممممم اسممممتناداً لواقمممما ال

الانخفاض لمذا فمان العلاقمة مما بمين السمعر والكميمة المطلوبمة تتضمح ممن العلاقمة التاليمة والتمي ت مير 
 انخفاض نسبي في الكمية المطلوبة نظراً لحصول توقا انخفاض السعر مستقبلًا : إلى

Q P P . Q P
2

 

45 30 1350 900 

43 33 1419 1089 

39 36 1404 1296 

36 39 1404 1521 

33 42 1386 1764 

31 45 1395 2025 

∑Q = 225 ∑P = 227 ∑P. Q = 8358 ∑P
2 
= 8395 

 نتائج النموذج بالانحرافات وبدون حد ثابت هي :
∑QP = -155 

∑P
2
 = 157  

● b- =  = - 0.99 ≈ -1 

 نموذج العرض :
رض النممموذج الافتراضممي الممذي يوضممح العلاقممة مممابين السممعر والكميممة المعروضممة بال ممكل يمكممن عمم
 التالي :

Qd P P . Q P
2

 

22 2 44 4 

28 3 84 9 

34 5 170 25 

39 7 273 49 

42 8 336 64 

52 12 624 144 

∑Qd = 217 ∑P = 37 ∑P. Q = 1531 ∑P
2 
= 295 

 
(  P) =   ; │D│ = 401 

 

(  p )
-1

 =  . │ │ 

 

            =  . │ │  

● b0 = 18     ,  b1 = 2.8  
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 نماذج العرض والطلب ونتائجها يمكن ترتيب دالتي الطلب والعرض بال كل التالي : إلىاستناداً 
Qd = 61 – 2.5P – 1.8P - P  

Qs = - 18 + 2.2 P  

 لذا فان :  Qd = Qsووفقاً لافتراض تصفية الأسوال 
61 – 2.5p – 1.8 – = -18 + 2.8P 

 نحصل على : -1وبإعادا الترتيب والقسمة على 
 + 1.8  + 5.3 P = 79  

 : إنال روط الابتدائية للمسالة نفترض  إما
P(0) = 16  

(0) = 1 

 الحل :
 بال كل التالي : أعلا حصل على التكامل الخا  من الدالة  إنابتداءً يمكن 

P(p) = 79/5.3 = 14.9 

 : الأوليحالة التوازن ب كلها  P(p)حيث يمثل 
 ومن خصائ  العلاقة :

r
2
 + 1.8

r
 + 5.3 = 0   

الحممل المطلمموب  إلممىكممي يمكممن التوصممل الجممذور وبعممد ذلمم  نتعممرف علممى خصائصممها ل إيجمماديمكممن 
 عليه :

r1 , r2 =  

        =   = 1/2 ( -1.8 ± 4.2 ) = -0.9 ± 2.1 i   

● h = - 0.9  

● vi = 2.1 i  

 لذا فان الحل العام سيكون :
P(t) = e

-0.9
 [ A5cos2.1t + A6 sin 2.1t ] + 14.9 

 إنللمسمالة ، حيمث نجمد  الأوليمةال مروط  إلمىلابمد ممن الرجموع   A6 , A5تحديد قيم الثمابتين  ولأجل
 : الأولال رط 

(0) = 16   ;  and  t = 0  

 لذا فان 
e

0
 = ( A5 cos (0) + A6 sin (0) + 14.9 

cos (0) = 1     and  sin (0) = 0  

 لذا فان :
A5 + 14.9 = 16  
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A5= 1.1  

 ومن ال رط التالي :
P(0) = 1    and  t = 0  

 لذا سنحصل على :
(t) =-0.9e

-0.9t
 [A5cos2.1t+A6sin2.1t] + e-

o.9t
[-2.1A5sin2.1t+2 .1 A6cos2.1t] 

 And  

(0) =-0.9e
0
[A5cos(0)+A6sin(0)]+(-0.9)e

0
[-2.1A5sin(0)+2.1A6cos(0)] 

      = -0.9[ ( A5 + 0 ) + ( 0 + 201 A6 )]=0.9A5+1.89A6 

  P(0) = 1 ،  الأوليووفقاً لل رط  
 لذا فان :                                                             

– 0.9 (A5) + 1.89A6 = 1  

     A5 = 1.1 :  إنبما 
   -0.9(1.1) + 1.A6 = 1  

A6 ≈ (1) 

 عليه فان الحل العام يصبح :
P(t) = e 

-0.9t
 [ 1.1 cos 2.1t + sin2.1 t ] +14.9  

 إنحيممث  دوري.المسممار الزمنممي يتمثممل بفتممرا زمنيممة ذات تذبممذب  إن أعمملا يبممدو مممن حيممث العلاقممة 
 = п( تزداد بالقمدر ) t( أي هنال  دورا كاملة في كل زمن )2.1п / v = пالدورا ممثلة بالعلاقة )

e( . وان ما يتعلل بالحد المضروب  3.1459
 .  سيتضاءل التذبذب إن إلىفانه ي ير  0.9-

( سمميتقارب نحمو حالمة التمموازن P(0) = 12المسمار الزمنمي الممذي يبمدأ بسمعر ابتممدائي قمدر  ) إنحيمث 
 حل العلاقة : إكمال( وهذا يتضح من  P(p) =14. 9المؤقت بالسعر )

P(t) = e
-0.9

 [ 1.1cos2.1t + sin2.1t] = 14.9  

P(t) = e
-0.9

 (1.1349)+14.9  

الصممفر ، حتممى تصممبح قيمممة  إلممى  e ( ، كلممما اتجهممت قيمممة 0.9-) سالأعلممماً انممه كلممما تصمماعد 
(،P(t) = 14.9 وهمي تمثمل حالمة تموازن مؤقمت يتغيمر مما طبيعمة التغيمرات الحاصملة فمي مسمتويات )

 العرض والطلب .
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 الاستنتاجات :
نتوصمل  إنالمتقدمة التمي يمكمن  الأساليبالتحليل الحركي للمتغيرات الاقتصادية من  أساليبتعتبر 

من خلالها ت خي  المسار الزمني لحركة المتغيرات الاقتصادية وتحديد نقاط التوازن المؤقت التي 
 لها اثر بالغ في ت خي  الواقا الاقتصادي وحركته المستقبلية .

ودور المعممادلات التفاضمملية فممي اسممتكمال دور التحليممل القياسممي  أهميممةنظريمماً وتطبيقيمماً  الإثبمماتتممم 
واقما العلاقمة مما بمين  تأ ميرتوليف ما بين التحليلين يحقل الهمدف المطلموب المتمثمل فمي ال إنحيث 

 المتغيرات الاقتصادية قيد الدراسة.

ت مخي  حمالات التباعممد والتقمارب مما بمين المتغيمرات علمى مسممتوى  إمكانيمةالنتمائج النهائيمة  أظهمرت
 لتصحيح الواقا للمتغيرات المقصودا.اتخاذ ما يلزم  إمكانيةالمسار الزمني ، مما يترتب على ذل  
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