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Abstract 
        This research consecrated to study and calculating a number of integer points 

in Descarte's folium. We introduce a new method by using polar parameter, in 

contrast with the classic method that usually used in calculating a number of 

integer points in bounded region which uses linear parameter. 

 انخلاصت
عذد انُقاط انصحٍحح فً سقٍقح دٌكاسخ، إر َقذو طشٌقح جذٌذج تاسرعًال ٔسٍظ قطثً خلافاً  ح ٔحساب ذساسنكشس تحصُا ْزا 

 نهطشٌقح انرقهٍذٌح تاسرعًال ٔسٍظ خطً فً حساب عذد انُقاط انصحٍحح فً يُطقح يحذٔدج.

 

 

 انمقذمت
سٌاضاٍاذً. ٔلاٌقاٍٍ يطهاي فاً انعهإو حٍصًاا  تشْااٌ نى ًٌش خلال ا)لا ٌٕجذ تحس عهًً تششي ًٌكٍ أٌ ٌسًى عهى حقٍقً إر        

 ( )نٍَٕاسد دافُشً(لاٌسرُذ عهى عهٕو انشٌاضٍاخ ْٔزا صهة انعلاقح يع انشٌاضٍاخ

حٍاس تحاس يسا نح عاذد  ،(1)(K.F.Gauss)كاأٔس ذعٕد نفً ْزا انًجال  حٍحح عذٌذج ٔيخرهفح، انثحٕز الأنىيسائم انُقاط انص

 انُقاط انصحٍحح فً انًُطقح انًحذٔدج تًُحًُ انذائشج:

x
2
 + y

2= R 

 ٔتشٍْ عهى أٌ:

xفً انًُطقح انًحذٔدج تًُحًُ انذائشج  K(R)نعذد انُقاط انصحٍحح 
2
 + y

2= R :انصٍغح انًقاستح اَذٍح صائثح ، 

 K(R) =  R +  (R) ;  (R) = O( R)  

 ْٔزا يا ٌسًى ترًٍٓذٌح كأٔس.

 شى ذٕاند انثحٕز نذساسح يُاطي يخرهفح، يُٓا انًُطقح انًقٍذج تٍٍ الإحذاشٍاخ انًٕجثح ٔانقطع انزائذ:

x y  R ; x > 0, y > 0 
 

 نٓزِ انًُطقح: L(R)صٕاب انصٍغح انًقاستح اَذٍح نعذد انُقاط انصحٍحح (L.P.G.Dirichlet)مخحٍس تشٍْ دسٌ

L(R) = R( ln R + 2  – 1 ) + O( R)  

 .(Eüler's Constant)شاتد أٌهش  حٍس: 

 أٌضا ً )فً انكشج يصلا ً(..حسثد عذد انُقاط انصحٍحح (2)ٔفً يُاطي أكصش ذعقٍذا ً )يُاطي شلاشٍح الأتعاد(،  

 

 انمبرهنت الأساسيت: .1

 ْزا انثحس ًٌصم دساسح نعذد انُقاط انصحٍحح فً انًُطقح انًحذٔدج تانًُحًُ:

x
3
 + y

3
 – 3 N xy = 0 ; x > 0 , y > 0 
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حٍس َقذو طشٌقح جذٌذج تاسرعًال ٔسٍظ قطثاً، (1ذا ياذرضًُّ انًثشُْح)ْٔ،(Descarte's Folium)ٔانرً ذسًى تشقٍقح دٌكاسخ 

فااً حساااب عااذد انُقاااط انصااحٍحح فااً يُطقااح يحااذٔدج ٔانرااً ٌساارعًم فٍٓااا ٔسااٍطا ً  -عااادج ً –خلافااا ً نهطشٌقااح انرقهٍذٌااح انًرثعااح 

 .1، ْٔزا يا ذرضًُّ انًثشُْح (3)،خطٍا ً

 :1مبرهنت

 ذشيز نعذد انُقاط انصحٍحح نهًُطقح انًحذٔدج تانًُحًُ: H(N)نركٍ         

x
3
 + y

3
3N xy = 0  ; x > 0 , y > 0 

 عُذئز، نذٌُا انصٍغح انًقاستح اَذٍح صائثح:، x    ٔyيرغٍش حقٍقً ٌعرًذ عهى  Nحٍس: 

H(N) = 
3

2
N

2
 + O(N) 

 شاٍَا،، شى َجذ صاٍغح يقاستاح نطإل انًُحُاً أَٔ يساحح انًُطقح انًحذٔدج تانًُحًُلإعطاء تشْاٌ يقُع نٓزِ انًثشُْح َقٕو تحساب 

 تعذْا َسرعًم ذًٍٓذٌح ٌاسٍَك نهحصٕل عهى صٍغح يقاستح نعذد انُقاط انصحٍحح فً سقٍقح دٌكاسخ.

 

 اننقطت انصحيحت، انمنطقت انجىردانيت: .2

أي يُحًُ تسٍظ عهى انًسارٕي ( ) 4)،)إحذاشٍاذٓا( أعذادا ً صحٍحح( ا)انُقطح انصحٍحح ًْ انُقطح فً انًسرٕي انرً ذكٌٕ يشكثاذٓ

 (5 (،يثشُْح جٕسداٌ –)يقٍذج ٔغٍش يقٍذج((  ٔغٍش يحذٔدج يُطقرٍٍ يحذٔدج إنىٌجزأ )ٌقسى( انًسرٕي 

xيحذٔدج تانًُحًُ :  Dنركٍ انًُطقح 
3
 + y

3
 – 3N xy = 0  انزي لا ٌرقاطع يع َفساّ، ٔناركٍ يسااحح ْازِ انًُطقاح يٕجإدج، يصام

 ْزِ انًُطقح سُسًٍٓا تانًُطقح انجٕسداٍَح.

 

ْااً ذعًااٍى نرًٍٓذٌااح (ٔ 3،)(V.Yarnik's Lemma)ٔانرااً ذسااًى ترًٍٓذٌااح ٌاسٍَااك  Dانرًٍٓذٌااح انرانٍااح صااحٍحح نهًُطقااح         

 كأٔس.

 

 تمهيذيت:

ذحقاي  Dفاً انًُطقاح  Hعُذئزٍ عاذد انُقااط انصاحٍحح  Lٔطٕل يُحٍُٓا ٌسأي  Aيُطقح جٕسداٍَح، يساحرٓا ذسأي  Dنركٍ         

 انًرشاجحح:

H – A< L 

 

 مساحت انمنطقت انمحذودة .3

xتذاٌح ً َقٕو ترحٌٕم يعادنح انًُحًُ         
3
 + y

3
 – 3 N xy = 0 :انى انصٍغح انٕسٍطٍح، نٓزا َضع 

x = r cos(); y = r sin() 
 

 ٔيُٓا َجذ أٌ:

3 3

sin( )cos( )
r 3N

sin ( ) cos ( )

 


  
 

 

 (6):2مبرهنت

 فاٌ: Dيسرًشج عهى انًُطقح  f(r,)إرا كاَد انذانح         
2

1

r (

D r (

f (r, )dA f (r, ) r dr d









       

 

ًُجسّى لاسذفاا  شاتاد ٌساأي  .عاذدٌا ً ْازا Dفإ  انًُطقاح  1يٍ ْزِ انًثشُْح َسرطٍع انقٕل ت ٌ انركايم انصُائً انقطثً ًٌصم حجى ان

 ، إرٌ:Dانحجى َفسّ ٌكٌٕ يساحح انًُطقح 

D

A d A   

إنااااى(0)فااااً ْاااازِ انًُطقااااح ٌرغٍااااش يااااٍ  (r)ذقااااع فااااً انشتااااع الأٔل يااااٍ الاحااااذاشٍاخ انذٌكاسذٍااااح، فعهٍااااّ انٕسااااٍظ  Dانًُطقااااح 

3 3

sin( )cos( )
3N

sin ( ) cos ( )

 

  
 . إرٌ ٌكٌٕ نذٌُا:
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 

/ 2 r

0 0

r/ 2 2

0 0

/ 22 2 2

3 3

0

2

/ 22

2
3

0
2

/ 22 2 2

2
3

0

A r dr d

r
d

2

(3N) sin ( cos (
d

2 (sin ( cos (

sin(

cos((3N)
d

2
sin(

cos ( 1
cos(

(3N) sec ( tan (
d

2 tan ( 1













 

 
  

 

 
 

  

 
 

  
  

      

 
 

 

 







  

du = secٔيُٓا  u = tan()َضع 
2
()d :ٌٕٔتزنك ٌك 

/ 22 2

3 2

0

(3N) u
A du

2 (u 1)




  

t = (uَفشض : 
3
dt = 3uٔيُٓا  (1 + 

2
 du :َٔحصم عهى 

2

2

1

2

(3N) dt
A

6 t

3
N

2









 
 

 

 صيغت مقاربت نطىل انمنحني .4

صٍغح نطٕل قٕس يُحًُ قطثاً، ْٔازا ياا ذحققاّ انًثشُْاح صٍغح طٕل قٕس نًُحًُ ٔسٍطً ًٌكٍ اسرعًانٓا نهحصٕل عهى 

 ذٍح:اَ
 

 

 

 (6):3مبرهنت

 = فااٌ طإل قإس انًُحُاً ياٍ   a  bيسارًشج فاً انفراشج  f '()، حٍاس  r = f()إرا كااٌ نهًُحُاً يعادناح قطثٍاح         

aإنى = b :ٌٌٕك 
b

2 2

a

L [f ( )] [f '( )] d      

 أو بشكم مكافىء:
2b

2

a

dr
L r d

d

 
   

 
  
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 ، فٍكٌٕ نذٌُا: r = f()قثم انثذء ترطثٍي انًثشُْح َحسة يشرقح انذانح 

3 3

3

sin( )cos( )
r 3N

sin ( ) cos ( )

tan(
3N

cos( tan (

 


  




  

 

 إرٌ:
3 3

3 2

dr sec( )[1 tan( )(tan ( ) 1) 2 tan )]
3N

d [cos( )(tan ( ) 1)]

      


   
 

 َسرعًم صٍغح طٕل انقٕس نهًُحًُ انقطثً َٔحصم عهى:

 
/ 2 2 2 3 3 2

2 2

3 3 4

0

2 3 2 3 3 2/ 2

3

0

tan ( sec ( )[1 tan( )(tan ( ) 1) 2 tan )]
L (3N) (3N) d

[cos( tan ( [cos( )(tan ( ) 1)]

tan ( [cos( tan ( sec ( )[1 tan( )(tan ( ) 1) 2 tan )]
3N d

[cos( tan (











       
  

     

           


  



 

 
 

/2

0

L 3N h( )d



   

 

( حٍس لاًٌكٍ حسا تّ تذقّ ، ٔنكٍ ًٌكٍ أٌ َصم إنى ذقاستّ أٔذثاعذِ ،ْٔزا يإْ improperانركايم الأخٍش ْٕ ذكايم يعرم )

 يطهٕب فً تحصُا لإشثاخ صحح إدعاء انًثشُْح الاساسٍح.

( عهى فرشج يغهقح فإَٓا غٍش قاتهح نهركايم ٔنٓزا إرا أسدَا أٌ َكايم دانح غٍش unboundedيٍ انًعهٕو إَّ إرا كاَد انذانح غٍشيقٍذج)

 يقٍذج فً ْزا انًعُى فًٍ انضشٔسي عهٍُا ذعًٍى يفٕٓو انركايم.  

 ,انًُرٍٓح  يعشفح عهى انفرشج انُصف يفرٕحح  h(ɵنركٍ انذانح )
 

 
  [α,0]. َفشض ت َٓا قاتهح نهركايم عهى أٌح فرشج يغهقح  ]0( 

>α>0تحٍس :  
 

 
ٔإَٓا غٍش يقٍذج فً جٕاس انُقطح  

 

 
,0]عهى انفرشج )h(ɵنهذانح  )انشًٌاًَ )الاعرٍادي ( .انركايم  

 

 
أٔ فً انٕقد   

,0]َفسّ عهى انفرشج 
 

 
,0]لاًٌكٍ إٌجادِ تًا اٌ انركايم انشًٌاًَ )تًعُى انرًاو( نهذانح عهى انفرشج [ 

 

 
 ٌجة أٌ ذكٌٕ يقٍذج .  [ 

 

 ذ ٌحصم ت ٌ ذكٌٕ انُٓاٌح :نكٍ ق

02

lim h( )d






   

 يٕجٕدج.عُذئز ٌكٌٕ:
/2

0 02

h( )d lim h( )d

 




       

 

 

ت ٌ  ذيا ذكٌٕ انُٓاٌح غٍش يٕجٕدج َقٕلٔإرا كاٌ كزنك )أي ٔجٕد انُٓاٌح( فإَُا َقٕل ت ٌ انركايم انًعرم يرقاسب. يٍ َاحٍح شاٍَح عُ

 انركايم يرثاعذ. 

 Cauchy’s Criterion)انًثشُْح اَذٍح)يثشُْح يقٍاس كٕشً إنىيفٕٓو انُٓاٌح تٓزا انًعُى ٌقٕدَا 
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 (7: ) 4مبرهنت

نٍكٍ يعطى انركايم يٍ انشكم :

b

a

f (x)dx   يع خصٕصٍح ٔاحذج عُذ انُقطحb  ٌٕفقظ. انششط انضشٔسي ٔانكافً ت ٌ ٌك

 انركايم يرقاستا أٌ ٌحقي ششٔط يقٍاس كٕشً:

 تحٍس أٌ :   a < b0< bيعطاج ٌٕجذ  > 0لأي 
b

b

f (x)dx





 

     b0< b< b< bذرحقي انًرشاجحاخ :  b  ،bٔلأي 

 

 إرٌ  ٔفقا نٓزِ انًثشُْح ٌكٌٕ نذٌُا:

h( )d









   

حٍس :  
2


     عُذئز طٕل انًُحًُ ٌحقي انًرشاجحح 

L < CN       ; C-Constant 

 

 .1ْٔزا ٌصثد صحح انثاقً فً انصٍغح انًقاستح نعذد انُقاط انصحٍحح فً انًثشُْح 

 

 

 

. نزا ذثقى َقطح صحٍحح إنىصغٍشج ف َُا َقرشب  Nحقٍقح انثحس ذكًٍ فً انحصٕل عهى أفضم تاقً، أي كهًا كاَد سذثح       

 انًس نح يٕضٕ  انثحس يفرٕحح.
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