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 المستخلص
 

في  المستمرة المكاملات ذات الثلاثیة التكامـلات لحساب عددیة طریقة اشتقاق ھو البحث ھذا مني الرئیس الھدف
 وبالاعتماد, الثلاثیة للتكاملات بالنسبة التصحیح حدود لإیجاد لبرھان معا مبرھنة قدمنا إذ لھا الخطأ منطقة التكامل وصیغة

 الطریقة إن فوجدنا,  المستمرة المكاملات ذات الثلاثیة التكاملات نتائج بتحسین قمنا وجدناھا التي التصحیح حدود على
 عدد عندماzوx ,yالثلاثةد الأبعا على سمبسون قاعدة تطبیق من الناتجة القیم على رومبرك تعجیل طریقة من المركبة
التكامل  فترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات لعدد مساویة الداخلي التكامل على البعد فترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات

hإن أي الخارجي التكامل على البعد فترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات لعدد ومساویة الأوسط على البعد h h= حیث=
hالمحور على الإحداثیات بین المسافاتzوhالمحور على الإحداثیات بین المسافاتyوhالإحداثیات بین المسافات 

في الثلاثیة ذات المكاملات المستمرة  التكاملات حساب في علیھا الاعتماد یمكن حیثRSSSوأسمیناھاxالمحور على
 ضیاء الباحثتان احتاجتھ مما اقل وبوقت نسبیا قلیلة جزئیة بفترات النتائج في عالیة دقة أعطت منطقة التكامل اذ

 .[6]وعكار[5]
 

Abstract 
 

The main aim of this search is to derivation numerically method to find the values of the 
triple  integrals, Its integrands continuous in region of the integrals and to find the  general  
form of  the errors (correction terms ) We have also introduced one theorem to find the 
correction errors bounds with respect to the triple integral , we applied the new formula to 
calculate the triple integral and found this method ( RSSS method , it is composition method 
of applying Romberg accelration method on the obtained values of applying Simpson’s rule 
on the three dimension  x , y and z when the number of subintervals of interval of interior 
integral equal to the number of subintervals of interval of middle integral and equal to the 
number of subintervals of exterior integral ( )h h h= = when h is the distances between the 

coordinates on the z - axis , h  is the distances between the coordinates on the y - axis and  

h  is the distances between the coordinates on the x - axis ) , we can depend on it to calculate 
the triple integrals and give higher accuracy in the results by few subintervals and time less 
than the request timethat researchers Dayaa [5] and Eghaar[6] needed to it . 

 

 

 المقدمة.1
 

 الحجم المثال سبیل على للحجوم الذاتي القصور وعزم المتوسطة والمراكز الحجوم إیجاد في أھمیة الثلاثیة للتكاملات أن
2المكافئ القطع بین الواقع 22z x y= 24zوالاسطوانة + y= )4cos الاسطوانة داخل الواقع والحجم, − )ρ θ=من المحدد 

2بالكرة الأعلى 2 16zρ + 0z بالمستوي الأسفل ومن= 2 داخل الوقع للحجم المتوسط المركز حسابو,  = 2 9x y+  وفوق=
0zالمستوي 4xالمستوي تحتو= z+  رفیعأ سلك من قطعة مثل المتغیرة الكثافة ذات الكتل إیجاد في أھمیتھا تبرز وكذلك,  =
 ] .7[ آیرز فرانك.المعدن من رقیقة وصفیحة

67 



 2013/ علمي /  الرابع العدد -الحادي عشر المجلد –العلمیة  كربلاء جامعة مجلة
 

  

ھي مركبة طرائق استخدمت 2009 عام في] 5[ ضیاء منھم الثلاثیة التكاملات مجال في الباحثین من عدد عمل وقد
( )RMRM RS  ,( )RMRM RM ,( )RMRS RMو( )RMRS RS كرومبر تعجیل طریقة من ناتجة الطرائق وھذه 

)الوسطى النقطة مع قاعدة )RMالخارجي ( البعد علىzو (( ), ( ), ( ), ( )RS RS RS RM RM RM RM RSالبعد على 
 البعدین على رومبرك تعجیل مع سمبسونمتقاعدة  المركبة الطریقة إن إلى توصلت قدو )x( الداخلي لبعدوا)  y( الأوسط
)الخارجي البعد على رومبرك تعجیل مع الوسطى  النقطة وقاعدة والأوسط الداخلي )RMRS RSحساب عند الأفضل ھي 

 .في منطقة التكامل  مستمرة دوال مكاملاتھا التي ثلاثیة تكاملات
 التكاملات قیم لحساب [5]للطریقة التي استخدمتھا ضیاء  مغایرة جدیدة عددیة طریقة [6] عكار قدمت2010  عام وفي

 عندماzوyوxالأبعاد على الوسطى النقطة قاعدة تطبیق من الناتجة القیم على رومبرك تعجیل طریقة باستعمال وذلك الثلاثیة
 الأوسط البعد فترة إلیھا تجزأ التي ئیةالجز الفترات لعدد مساویة الداخلي البعد فترة إلیھا تجزأ التي یةالجزئ الفترات عدد تكون

 الدقة حیث من جیدة نتائج على وحصلتRMMMوأسمتھا الخارجي البعد فترة إلیھا تجزأ التي ئیةالجز الفترات لعدد ومساویة
 .نسیباً  قلیلة جزئیة وبفترات
 مكاملاتھا التي الثلاثیة للتكاملات تقریبیة قیم لحساب جدیدة عددیة طریقة شتقاقلا البرھان مع مبرھنة اقدمن البحث ھذا في أما

 قاعدة مع رومبرك تعجیل طریقة من مركبة قةطری عن عبارة الطریقة وھذه لھا الخطأ ةوصیغفي منطقة التكامل  مستمرة دوال
 التكامل فترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات عدد تكون عندما) والخارجي والأوسط الداخلي( الثلاثة الأبعاد على المطبقة سمبسون

 التي الجزئیة الفترات لعدد ومساویة الأوسط على البعد التكامل فترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات لعدد مساویة الداخليعلى البعد 
 على الإحداثیات بین للمسافات مساویةxالمحور على الإحداثیات بین مسافةال أن أي الخارجي على البعد التكامل فترة إلیھا تجزأ

وجدناھا  التي التصحیح حدود استخدام مع الطریقة ھذه إن ولاحظنا zالمحور على الإحداثیات بین للمسافات ومساویةyالمحور
 التي الطرائق أفضل مع مقارنة كبیر وقت ولاتستغرق نسبیاً  قلیلة جزئیة فترات وبعددمن حیث الدقة  وسریعة جیدة نتائج تعطي

 .[6] عكار تناولتھا التي قةیوالطر, ] 5[ ضیاء ناقشتھا
 

 لھا الخطأ ةوصیغ المستمرة المكاملات ذات الثلاثیة التكاملات لحساب عددیة طریقة اشتقاق.2
 

لحساب قیم التكاملات الثلاثیة (تقدم لأول مرة )  طریقة عددیة جدیدةاشتقاق سوف نقدم مبرھنة مع البرھان نستعرض فیھا 
1تطبیق طریقة تعجیل رومبرك على القیم الناتجة من تطبیق قاعدة سمبسون على الأبعاد الثلاثة عندما و 2m n n= =)2n  عدد

]الفترات الجزئیة التي تجزأ إلیھا الفترة  ],a b 1وn  عدد الفترات الجزئیة التي تجزأ إلیھا الفترة[ ],c d وm  عدد الفترات

]الجزئیة التي تجزأ إلیھا الفترة  ],e g  أي إن (( )h h h= طریقة تعجیل  Rحیث  RSSSنرمز لھذه الطریقة بالرمز  =

 .ھي والمبرھنة المطبقة على الأبعاد الثلاثة  قاعدة سمبسون SSSرومبرك و
 

 :مبرھنة
 
)لتكن   , , )f x y z مستمرة وقابلة للاشتقاق في كل نقطة من نقاط المنطقةدالة[ , ] [ , ] [ , ]a b c d e g× التقریبیة القیمة فان ×

)للتكامل  , , )
g d b

e c a

I f x y z= ∫ ∫ ,باستخدام قاعدة سمبسون على الابعاد الثلاثة ∫ ,z y x الآتیةحسابھا من القاعدة یمكن 

3

( , , ) [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

g d b

e c a

hSSS f x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e= = + + + +∫ ∫ ∫
 

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
1

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )]
n

i i i i
i

f b c g f b d e f b d g f x c e f x c g f x d e f x d g− − − −
=

+ + + + + + +∑
 

1

2 2 2 2 (2 1) (2 1)
1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )] 4 [ ( , , ) ( , , )
n n

i i i i j j
i j

f x c e f x c g f x d e f x d g f a y e f a y g
−

− −
= =

+ + + + + +∑ ∑
 

1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1)
1 1

( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , )
n n

j j i j i j i j
i i

f b y e f b y g f x y e f x y g f x y e
−

− − − − − − −
= =

+ + + + +∑ ∑
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1

2 (2 1) 2 2 2 2 (2 1) 2
1 1

( , , )]] 2 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , )
n n

i j j j j j i j
j i

f x y g f a y e f a y g f b y e f b y g f x y e
−

− −
= =

+ + + + + +∑ ∑
 

1

(2 1) 2 2 2 2 2 (2 1) (2 1) (2 1)
1 1

( , , )] 2 [ ( , , ) ( , , )]] 4 [ ( , , ) ( , , ) ( , , )
n n

i j i j i j k k k
i k

f x y g f x y e f x y g f a c z f a d z f b c z
−

− − − −
= =

+ + + + + +∑ ∑
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)
1 1

( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , ) ( , , )]
n n

k i k i k i k i k
i i

f b d z f x c z f x d z f x c z f x d z
−

− − − − − − −
= =

+ + + + +∑ ∑
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1) (2 1)
1 1 1

4 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]
n n n

j k j k i j k i j k
j i i

f a y z f b y z f x y z f x y z
−

− − − − − − − − −
= = =

+ + + +∑ ∑ ∑
1 1 1

2 (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 (2 1) 2 2 (2 1) 2
1 1 1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]] 2 [ ( , , )
n n n n

j k j k i j k i j k k
j i i k

f a y z f b y z f x y z f x y z f a c z
− − −

− − − − −
= = = =

+ + + + +∑ ∑ ∑ ∑
1

2 2 2 (2 1) 2 (2 1) 2 2 2
1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , )
n n

k k k i k i k i k
i i

f a d z f b c z f b d z f x c z f x d z f x c z
−

− −
= =

+ + + + + +∑ ∑
1

2 2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 2 (2 1) 2
1 1 1

( , , )] 4 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]
n n n

i k j k j k i j k i j k
j i i

f x d z f a y z f b y z f x y z f x y z
−

− − − − −
= = =

+ + + + +∑ ∑ ∑
1 1

2 2 2 2 (2 1) 2 2 2 2 2
1 1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]]]
n n n

j k j k i j k i j k
j i i

f a y z f b y z f x y z f x y z
− −

−
= = =

+ + + +∑ ∑ ∑  

(2 1) (2 1)  ,   1, 2, ,ix a i h i n− = + − = 2)و           … ) (2 )  ,   1, 2, , -1ix a i h i n= + = … 

(2 1) (2 1)  ,   1, 2, ,jy c j h j n− = + − = 2)و  … ) (2 )  ,   1, 2, , -1jy c j h j n= + = … 

(2 1) (2 1)  ,   1, 2, ,kz e k h k n− = + − = 2)و   … ) (2 )  ,   1, 2, , -1kz e k h k n= + = … 

4-:وصیغة حدود التصحیح (صیغة الخطأ) ھي 6 8( )I SSS h Ah Bh Ch− = + + + 
,حیث أن  , ,A B C  . ثوابت 

 
 البرھان 

 

 بالصورة الآتیة : Iیمكن كتابة التكامل 

( ) ( ) ( ), ,
g d b

e c a

I f x y z dxdydz SSS h E h= = +∫ ∫ ∫                                                                            ...(1) 

)إذ إن  )SSS h على الأبعاد الثلاثة  یاً باستخدام قاعدة سمبسونھي قیمة التكامل عددx  ,y  وz  وان .( )E h  ھي سلسلة

)حدود التصحیح الممكن إضافتھا إلى قیم )SSS h  وان ,
1 2

g e d c b a
m n n
− − −

= 1بفرض إن  = 2m n n= =. 

 ذات المكاملات المستمرة باستخدام قاعدة سمبسون ھي  الأحادیةللتكاملات  الخطأصیغة  أنمعلوم لدینا 
4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0
1 1( ) ( ) ( )                                                              ...(2)

180 1512S n nE h h f f h f f= − − + − − 

 [1]فوكس 
 -:)  نحصل على2( للصیغة   Mean-value theorem for derivativesوباستخدام نظریة القیمة المتوسطة في التفاضل

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 62 0 2 04 6
1 2( ) ...                                        ... (3) 

180 1512
n n

S

x x x x
E h h f h fµ µ

− − −
= + + 

)حیث  )0 21, 2,3,... , ,i ni x xµ=  بالاتي  Iیمكن كتابة التكامل .   [6].عكار  ∋

( ) ( ), ,
g gd b b d

e c a a c e

f x y dxdydz f x y dzdydx=∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 
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)فبالنسبة للتكامل الأحادي  ), ,
g

e

f x y z dz∫  یمكن حسابھ عددیاً بقاعدة سمبسون على البعدz و (التعامل معxوyوقیمتھ         ) ینكثابت 

1

1 1

4 64 6
1 2

4 6

(2 1) (2 )

... (4)

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )
3

( , , ) ( , , )( ) ( )
180 1512

g n n

k ke
k k

hf x y z dz f x y f x y g f x y z f x y z

f x y f x yg e h g e h
z z

e

µ µ

−

= =
−

+

 
= + + + 

 
∂ ∂− −

− +
∂ ∂

∑ ∑∫



)حیث ان  )2 1 2 2 -1  , , ( , ) , 1, 2,..., -1  ,   2 , 1, 2,...,   ,   (2 1)k ke g k n z e kh k n z e k hµ µ ∈ = = + = = + − 

]) عددیا على الفترة 4وبمكاملة الصیغة ( ],c d باستخدام قاعدة سمبسون على البعد أیضاy : نحصل على 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

, , , , , , , , , ,
9

gd

c e

hf x y z dzdy f x c e f x c g f x d e f x d g



= + + +∫ ∫

( )( ( )) ( )( ( ))(2 1) (2 1) (2 ) (2 )

1

1 1
, , , ,4 , , 2 , ,j j j i

n n

j j
f x y e f x y ef x y g f x y g− −

−

= =
+ + + +∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 ) (2 )

1 1
, , 2 , ,4 , , 4 , ,

n

j

n n

k k j k j k
k j

f x c z f x y zf x d z f x y z
−

=
− − − −

= =

+
 

+ + + 


∑∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1

(2 ) (2 ) (2 1) (2 ) (2 ) (2 )
1 1

2 , ,, , 4 , , 2 , ,
n

k

n n

k k j k j k
j j

f x d zf x c z f x y z f x y z
−

=

−

−
= =


+ +   

+ +∑ ∑ ∑ 

4 6 4
4 6 41 2 1

4 6 4

( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( )
3 180 1512 180

f x e f x e f x gh d c d c d ch h h
y y y
ξ ξ ξ ∂ ∂ ∂− − − −

+ + + − ∂ ∂ ∂


4 6
1 (2 1) 2 (2 1)4 6

4 6
1

6
6 2

6

( , , ) ( , , )( ) ( )
4 ...

180 1512
( , , )( ) ...

1512

n
k k k k

k

f x z f x zd c d g
h h

y y
f x gd c h

y
ξ ξξ − −

=

∂ ∂− − −
+ + +

∂ ∂

 ∂−
+ +    ∂   

∑ 

4 6
4 61 2 2 2

4 6

1

1

( , , ) ( , , )( ) ( )
180 1512

2 k k k k
n

k

f x z f x zd c d ch h
y y
ξ ξ−

=

 ∂ ∂− − −
+ +  ∂ ∂ 

+ ∑ 

4 64 6
1 2

4 6

( , , ) ( , , )( ) ( )
180 1512

(5)  
d

c

f x y f x yg e h g e h
z z

dyµ µ∂ ∂− −
− + +

∂ ∂

 
 
 

+∫   

 حیث ان
( ) 22 1

2 1 2

1, 2,...,   ( , ) ,    1, 2,... ,  (2 1) ,      1, 2,... 1,   2

1,2,...  ,  (2 1) 1,2,... 1 ,  2
rk jj

k k

r c d j n y c j h j n y c jh

k n z e k h k n z e kh

ξ −

−

= ∈ = = + − = − = +

= = + − = − = +
 

]الفترة على عددیا) 5( الصیغة وبمكاملة ],a bالبعد على سمبسون قاعدة باستخدام أیضاxعلى نحصل: 
3

( , , ) [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

g d b

e c a

hSSS f x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e= = + + + +∫ ∫ ∫
 

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
1

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )]
n

i i i i
i

f b c g f b d e f b d g f x c e f x c g f x d e f x d g− − − −
=

+ + + + + + +∑
 

1

2 2 2 2 (2 1) (2 1)
1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )] 4 [ ( , , ) ( , , )
n n

i i i i j j
i j

f x c e f x c g f x d e f x d g f a y e f a y g
−

− −
= =

+ + + + + +∑ ∑
 

1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1)
1 1

( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , )
n n

j j i j i j i j
i i

f b y e f b y g f x y e f x y g f x y e
−

− − − − − − −
= =

+ + + + +∑ ∑
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1

2 (2 1) 2 2 2 2 (2 1) 2
1 1

( , , )]] 2 [ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , )
n n

i j j j j j i j
j i

f x y g f a y e f a y g f b y e f b y g f x y e
−

− −
= =

+ + + + + +∑ ∑
 

1

(2 1) 2 2 2 2 2 (2 1) (2 1) (2 1)
1 1

( , , )] 2 [ ( , , ) ( , , )]] 4 [ ( , , ) ( , , ) ( , , )
n n

i j i j i j k k k
i k

f x y g f x y e f x y g f a c z f a d z f b c z
−

− − − −
= =

+ + + + + +∑ ∑
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1)
1 1

( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , ) ( , , )]
n n

k i k i k i k i k
i i

f b d z f x c z f x d z f x c z f x d z
−

− − − − − − −
= =

+ + + + +∑ ∑
 

1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 (2 1) (2 1)
1 1 1

4 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]
n n n

j k j k i j k i j k
j i i

f a y z f b y z f x y z f x y z
−

− − − − − − − − −
= = =

+ + + +∑ ∑ ∑
1 1 1

2 (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 (2 1) 2 2 (2 1) 2
1 1 1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]] 2 [ ( , , )
n n n n

j k j k i j k i j k k
j i i k

f a y z f b y z f x y z f x y z f a c z
− − −

− − − − −
= = = =

+ + + + +∑ ∑ ∑ ∑
1

2 2 2 (2 1) 2 (2 1) 2 2 2
1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 [ ( , , ) ( , , )] 2 [ ( , , )
n n

k k k i k i k i k
i i

f a d z f b c z f b d z f x c z f x d z f x c z
−

− −
= =

+ + + + + +∑ ∑
1

2 2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 2 (2 1) 2
1 1 1

( , , )] 4 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]
n n n

i k j k j k i j k i j k
j i i

f x d z f a y z f b y z f x y z f x y z
−

− − − − −
= = =

+ + + + +∑ ∑ ∑
1 1

2 2 2 2 (2 1) 2 2 2 2 2
1 1 1

2 [ ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )]]]
n n n

j k j k i j k i j k
j i i

f a y z f b y z f x y z f x y z
− −

−
= = =

+ + + +∑ ∑ ∑ 

4 6 42
4 6 41 2 1

4 6 4

( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( )
9 180 1512 180

f c e f c e f d eh b a b a b ah h h
x x x
λ λ λ

+
 ∂ ∂ ∂− − − − −

+ + + ∂ ∂ ∂
 

6 4 6
6 4 62 1 2

6 4 6

( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( )
1512 180 1512

f d e f c g f c gb a b a b ah h h
x x x
λ λ λ∂ ∂ ∂− − −

+ + − + +
∂ ∂ ∂

  
4 6

4 61 2
4 6

( , , ) ( , , )( ) ( )
180 1512

f d g f d gb a b ah h
x x
λ λ∂ ∂− −

− + +
∂ ∂

 

1

4 6
1 2 1 2 2 14 6

4 64 .
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

j

j j j jf y e f y eb a b ah h
x x

λ λ

=

− −+
 ∂ ∂− − −

+ +  ∂ ∂ 
∑  

1

4 6
1 2 1 2 2 14 6

4 64
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

j

j j j jf y g f y gb a b ah h
x x

λ λ

=

− −+
 ∂ ∂− − −

+ +  ∂ ∂ 
∑  

1

1

4 6
1 2 2 2 14 6

4 62
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

j

j j j jf y e f y eb a b ah h
x x

λ λ−

=

−+
 ∂ ∂− − −

+ +  ∂ ∂ 
∑  

1

1

4 6
1 2 2 24 6

4 62
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

j

j j j jf y g f y gb a b ah h
x x

λ λ−

=

+
 ∂ ∂− − −

+ +  ∂ ∂ 
∑  

1

4 6
4 61 2 1 2 2 1

4 64
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

k k k kf c z f c zb a b ah h
x x

λ λ
=

− −+
 ∂ ∂− − −

+ + ∂ ∂ 
∑  

1

4 6
4 61 2 1 2 2 1

4 64
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

k k k kf d z f d zb a b ah h
x x

λ λ
=

− −+
 ∂ ∂− − −

+ + ∂ ∂ 
∑  

1

4 6
1 2 1 2 1 2 2 1 2 14 6

4 6
1

16
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

n
jk j k jk j k

j

f y z f y zb a b ah h
x x

λ λ

=

− − − −

=

+
 ∂ ∂− − −

+ +  ∂ ∂ 
∑∑  

 

71 



 2013/ علمي /  الرابع العدد -الحادي عشر المجلد –العلمیة  كربلاء جامعة مجلة
 

 
 

1

4 61
1 2 2 1 2 2 2 14 6

4 6
1

8
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

n
jk j k jk j k

j

f y z f y zb a b ah h
x x

λ λ

=

−
− −

=

+
 ∂ ∂− − −

+ +  ∂ ∂ 
∑∑  

1

1

4 6
4 61 2 2 2

4 62
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

k k k kf c z f c zb a b ah h
x x

λ λ−

=

+
 ∂ ∂− − −

+ + ∂ ∂ 
∑  

1

1

4 6
4 61 2 2 2

4 62
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

k k k kf d z f d zb a b ah h
x x

λ λ−

=

+
 ∂ ∂− − −

+ + ∂ ∂ 
∑  

1

1

4 6
1 2 1 2 2 2 1 24 6

4 6
1

8
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

n
jk j k jk j k

j

f y z f y zb a b ah h
x x

λ λ−

=

− −

=

+
 ∂ ∂− − −

+ +  ∂ ∂ 
∑∑  

1

1

4 61
1 2 2 2 2 24 6

4 6
1

4
( , , ) ( , , )( ) ( )

180 1512

n

k

n
jk j k jk j k

j

f y z f y zb a b ah h
x x

λ λ−

=

−

=

+
 ∂ ∂− − −

+ +   ∂ ∂  
∑∑  

4 64 6
1 2

4 6

( , , ) ( , , )( ) ( )
180 1512

b d

a c

f x y f x yg e h g e h
z z

dydxµ µ∂ ∂− −
− + +

∂ ∂

 
+  

 
∫ ∫ …(6) 

 حیث ان
(2 1) (2 1)  ,   1, 2, ,ix a i h i n− = + − = 2)و     … ) (2 )  ,   1, 2, , -1ix a i h i n= + = … 

(2 1) (2 1)  ,   1, 2, ,jy c j h j n− = + − = 2)و  … ) (2 )  ,   1, 2, , -1jy c j h j n= + = … 

(2 1) (2 1)  ,   1, 2, ,kz e k h k n− = + − = 2)و  … ) (2 )  ,   1, 2, , -1kz e k h k n= + = … 

وبما إن 
4 6

4 6, ,...f f
x x
∂ ∂
∂ ∂

و  
4 6

4 6, ,...f f
y y
∂ ∂
∂ ∂

و 
4 6

4 6, ,...f f
z z
∂ ∂
∂ ∂

مستمرة في كل نقطة من نقاط المنطقة دوال 

[ ] [ ] [ ], , ,a b c d e g× ×. 

 -تصبح :zوyو xالأبعادبقاعدة سمبسون على  Iفان صیغة حدود التصحیح للتكامل الثنائي 

( )( )( )
( ) ( )

( )( )( )
( )

( )
( )( )( )

44 64 6 4 1 1 11 1 1 2 2 2

4 6 4

4 66
6 4 61 1 1 22 2 2

6 4

, ,, , , ,  ( ) +   
180 1512 180

, , ,, ,            
1512 180 1512

SSS

f nf n f nh h hE h g e d c b a g e d c b a
x x y

f n f nf nh h hg e d c b a
y z

µ κµ κ µ κ

µ κ µµ κ
∧ ∧ ∧ ∧

  ∂∂ ∂− − = − − − + − − − −  ∂ ∂ ∂  

  ∂ ∂∂  −  + − + − − − +∂ ∂





2 2

6

,
 

z

κ
∧ ∧  

    −
∂ 

 
 



 

 

( )( )( )
( ) ( )

( )( )( )
( ) ( )

4442 1 1 11 1 11 1 1

4 4 4

4446 2 2 22 2 22 2 2

6 6 6

, ,, ,, ,
( )     

180

, ,, ,, ,
             ( 7 )

1512

SSS

f nf nf nhE h g e d c b a
x y z

f nf nf nhg e d c b a
x y z

µ κµ κµ κ

µ κµ κµ κ

∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧

  ∂∂   ∂   = − − − + +
∂ ∂ ∂ 

 
 
  ∂∂   ∂   + − − − + + +

∂ ∂ ∂ 
 
 

 
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( ) ( ) [ ] [ ] [ ] ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1

2 2 2 1 1 1

, , , , , , , , , ,    , , , , , , , , ,   

 , , , , , , , , ,

n n a b c d e g n n a b c d e g

n n a b c d e g

µ κ µ κ µ κ µ κ

µ κ µ κ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∈ × × ∈ × ×

   ∈ × ×   
   

 



 
]ة التكاملفي كل نقطة من نقاط منطق Existلذا إذا كان المكامل دالة مستمرة ومشتقاتھا الجزئیة موجودة  ] [ ] [ ], , ,a b c d e g× فانھ ×

 كالآتي : للقاعدة المذكورةیمكن كتابة صیغة الخطأ 
 

( ) 4 6 8 ...I SSS h Ah Bh Ch− = + + +  …(8) 
,حیث  ,...A B البرھان .وبذلك ینتھي لجزئیة للدالة في منطقة التكامل ثوابت تعتمد على المشتقات ا 

1نبدأ بوضع التكاملات الثلاثیة في حساب برھناھاوحدود التصحیح التي  SSSستعمال قاعدة فبأ 2 2m n n= = في الصیغة  =
 والتي تساوي بیة للتكامل الثلاثينحسب القیمة التقریوأعلاه 

[
3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

( , , ) ( , , ) 4( ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

g d b

e c a

hf x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e f b c g

f b d e f b d g f a h c e f a h c g f a h d e f a h d g f a c h e
f a c h g f b c h e b c h g f a c e h

= + + + + +

+ + + + + + + + + + + +
+ + + + + + + + +

∫ ∫ ∫

]

( , , ) ( , , ) ( , , ))
16( ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
4( ( , , ))

f b c e h f a d e h f b d e h
f a h c h e f a h c h g f a c h e h f b c h e h f a h c e h f a h d e h

f a h c h e h

+ + + + +
+ + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + +

1ونثبت في جداولنا ھذه القیمة التقریبیة عندما   2 2m n n= = 1ثم نضع  = 2 4m n n= =  ھا تساوي حیث إن SSSو نحسب  =

( ) [
3

, , ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
27

g d b

e c a

hf x y z dxdydz f a c e f a c g f a d e f a d g f b c e f b c g= + + + + +∫ ∫ ∫ 

( 2 2 2 2 2 2( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f b d e f b d g f x c e f x c g f x d e f x d g f a y e f a y g+ + + + + + + + 

(2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )f b y e f b y g f a c z f a d z f b c z f b d z f x y e f x y g+ + + + + + + +

)
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 (2 1) 2 2
1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) 4 ( , , )i
i

f x c z f x d z f a y z f b y z f x y z f x y z−
=

+ + + + + + ∑

( )
2

(2 1) 2 (2 1) 2 (2 1) 2 (2 1) 2
1

4 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )i i i i
i

f x y e f x y g f x c z f x d z− − − −
=

+ + + +∑

( ) )
2 2

(2 1) 2 (2 1) 2 2 (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2
1 1

4 ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) 4 ( , , )j j j i j
j i

f a y z f b y z f x y z f x y z− − − − −
= =

+ + + +∑ ∑

( ) ( ) ( )(
2 2

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2 1 2 1
1 1

4 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) ( , , )i i i i j j
i j

f x c e f x c g f x d e f x d g f a y e f a y g− − − − − −
= =

+ + + + + +∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2 2 (2 1) (2 1)2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1

( , , ) ( , , ) 2( ( , , ) ( , , )) 4 ( , , ) ( , , )i ij j j j j j
i

f b y e f b y g f x y e f x y g f x y e f x y g− −− − − − − −
=

+ + + + + + 


∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 22 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1

4 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2( ( , , ) ( , , )k k k k k k
k

f a c z f a d z f b c z f b d z f x c z f x d z− − − − − −
=

+ + + + + +∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 1 22 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1

( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) 4 ( , , )) 4 ( , , )ik k k k j k
j j

f a y z f b y z f x y z f x y z f a y z−− − − − − −
= =

+ + + + +∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ) ]
2

22 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1

( , , ) 2 ( , , ) 4 ( , , )j k j k i j k
i

f b y z f x y z f x y z− − − − − − −
=

+ + + ∑ 
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 حصلنا اللتین التقریبیتین القیمتین تحسین ویمكننا. Iالثلاثي للتكامل التقریبیة القیمة إنھا على جداولنا في القیمة ھذه نثبت أیضا
 قاعدة عم رومبرك یلتعج بطریقة الثلاثي للتكامل تقریبیة قیمة على نحصل وبذلك علیھما رومبرك تعجیل طریقة بتطبیق علیھما

,xالثلاثة الأبعاد على سمبسون yوz .قاعدة بتطبیق نستمر وھكذاSSS 1 قیم لبقیة بالنسبة 2 2m n n= =  علیھا نطبق ثم<
 .نختارھا التي المرغوبة بالدقة القیمة على نحصل أن إلى للتكامل المضبوطة القیمة إلى القیم اقتراب لتعجیل رومبرك تعجیل طریقة

 
 الأمثلة.3

( )
2 2 2

1 1 1

ln 1I x y z dxdydz= + + −∫ ∫  ) .عشرمرتبةعشریة ثلاث إلى مقربة(1.4978022885754 ھي التحلیلیة قیمتھ ن إذإ ∫

( )
3 2 1

2 1 0

2x y zI xe dxdydz− + += −∫ ∫  )  عشریة مرتبة عشرة اثنتي إلى مقربة( 0.005256743455 ھي التحلیلیة قیمتھ إن إذ∫

( )
1 1 1

0 0 0

sin 3
2

I x y z dxdydzπ = + + − 
 ∫ ∫  مرتبة عشر ثلاث إلى مقربة(  0.5160245509312ھي التحلیلیة قیمتھ إن إذ∫

 )  .عشریة
 

 النتائج.4

)التكامل مكامل إن )
2 2 2

1 1 1

lnI x y z dxdydz= + +∫ ∫ )لكل معرف∫ ) [ ] [ ] [ ], , 1, 2 1,2 1,2x y z ∈ ×  حدود صیغة فان لذا×

 RSSSطریقة باستعمال عددیاً  أعلاه التكامل حساب یبین) 1( والجدول) 8( للصیغة مماثلة تكون للتكامل التصحیح
 

1 2m n n= =  SSSقیم قاعدة k=4 k=6 k=8 
2 1.4977854692327    
4 1.4978012125274 1.4978022620804   
8 1.4978022209020 1.4978022881270 1.4978022885404  
16 1.4978022843391 1.4978022885682 1.4978022885752 1.4978022885754 
    1.4978022885754 

)حساب التكامل الثلاثي ) 1(الجدول  )
2 2 2

1 1 1

lnI x y z dxdydz= + +∫ ∫ ∫ 

1 عندما انھ الجدول من نستنتج 2 16m n n= =  عشریة مراتب لثمان صحیحة تكونSSSقاعدة باستخدام التكامل قیمة ان =
 مرتبة عشر لثلاث مقربة( التحلیلیة للقیمة مطابقة قیمة على ناحصل المذكورة القاعدة مع رومبرك تعجیل طریقة استعمال وعند

 ) .جزئیة فترة 122(  وبـ )عشریة
 وبتطبیق نفسھا الجزئیة بالفترةMMMقاعدة باستخدام عشریة مراتب لاربع صحیحة قیمة على [6] عكار حصلت حین في

 باستخدام ولكن نفسھا القیمة على [5]ضیاء حصلت بینما الصحیحة العشریة المراتب من نفسھ لعددا على حصلت كرومبر تعجیل
2 حیث اكبر جزئیة فترات 16n =  ,1 32n 16mو=  في المقدمة . إلیھا المشار الطرائق جمیع باستخدام) جزئیة فترة 213( =

)التكامل مكامل كذلك )
3 2 1

2 1 0

x y zI xe dxdydz− + += ∫ ∫ )لكل معرف ∫ ) [ ] [ ] [ ], , 0,1 1, 2 2,3x y z ∈ ×  حدود صیغة فان لذا×

 .RSSSطریقة باستعمال عددیاً  أعلاه التكامل حساب یبین) 2( الجدولو )8( للصیغة مماثلة تكون التكامل لھذا التصحیح
 

1 2m n n= =  SSSقیم القاعدة k=4 k=6 k=8 
2 0.005245338612    
4 0.005256003598 0.005256714598   
8 0.005256696770 0.005256742981 0.005256743432  
16 0.005256740530 0.005256743448 0.005256743455 0.005256743455 
    0.005256743455 

)) حساب التكامل الثلاثي 2الجدول ( )
3 2 1

2 1 0

x y zI xe dxdydz− + += ∫ ∫ ∫ 
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1  عندما انھ الجدول من نستنتج 2 8m n n= =  وباستعمال عشریة مراتب لسبع صحیحة تكونSSS بقاعدة التكامل قیمة ان=
 ).فترةجزئیة29( بـ و عشریة مراتب لعشر صحیحة قیمة على حصلنا المذكورة القاعدة مع رومبرك تعجیل طریقة

1 عندما حصلنا حین في 2 16m n n= =  مع رومبرك تعجیل طریقة وباستعمال, عشریة مراتب لثمان صحیحة قیمة على =
 ). زئیة فترة212 (وبـ) عشریة مرتبة عشرة لاثنتي مقربة( التحلیلیة للقیمة مطابقة قیمة على حصلنا المذكورة القاعدة

1 عندما [6] عكار حصلت بینما 2 16m n n= = MMMعلى قیمة صحیحة لخمس مراتب عشریة باستخدام قاعدة =
عندما الصحیحة المراتب من مساوي عدد على حصلت MMMقاعدة مع رومبرك تعجیل طریقة استعمالوب

1 2 16m n n= =  ).  جزئیة فترة 212(وبـ =

)التكامل مكامل وكذلك )
1 1 1

0 0 0

sin
2

I x y z dxdydzπ = + + 
 ∫ ∫ )لكل معرف ∫ ) [ ] [ ] [ ], , 0,1 0,1 0,1x y z ∈ ×  صیغة فان لذا×

 .RSSSطریقة باستعمال عددیاً  أعلاه في التكامل حساب یبین) 3( الجدولو) 8( للصیغة مماثلة تكون التكامل لھذا التصحیح حدود
 

1 2m n n= =  SSSقیم قاعدة k=4 K=6 k=8 K=10 
2 0.5195620219649     
4 0.5162329264255 0.5160109867229    
8 0.5160373931198 0.5160243575661 0.5160245698017   
16 0.5160253507976 0.5160245479761 0.5160245509985 0.5160245509247  
32 0.5160246008798 0.5160245508852 0.5160245509314 0.5160245509312 0.5160245509312 
     0.5160245509312 

)حساب التكامل الثلاثي ) 3(الجدول  )
1 1 1

0 0 0

sin
2

I x y z dxdydzπ = + + 
 ∫ ∫ ∫ 

1 عندما انھ الجدول من نستنتج 2 16m n n= =  وباستعمال عشریة مراتب لخمس صحیحة تكونSSSبقاعدة القیمة ان=
 ).فترةجزئیة 212(بـ عشریة مراتب لعشر صحیحة قیمة على حصلنا المذكورة القاعدة مع رومبرك تعجیل طریقة

1 عندما عشریة مراتب لست صحیحة قیمة على الحصول امكن حین في 2 32m n n= =  تعجیل طریقة وباستعمال=
1عندما) عشریة مرتبة عشرة لثلاث مقربة( التحلیلیة للقیمة مطابقة قیمة على حصلنا رومبرك 2 32m n n= = = 

 ).فترةجزئیة215(وبـ
 

 المناقشة .5
عندماzوx ,y الثلاثة الأبعاد على سمبسون بقاعدة الثلاثیة التكاملات حساب عند انھ جداولال نتائج خلال من نستنتج

1 2m n n= ] الفترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات عدد2nحیث(= ],a b1وnالفترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات عدد

[ ],c dوmالفترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات عدد[ ],e g (و( )h h h=  قیماً  تعطي) SSSقاعدة( القاعدة ھذه إن=

طریقة  استعمال دون من الجزئیة الفترات من عدد باستعمال للتكاملات التحلیلیة القیم مع مقارنة)  عشریة مراتب لعدة ( صحیحة
 نقاط من نقطة كل في المستمرة المكاملات ذات الثلاثیة التكاملات حساب في أكثر بوضوح یظھر كما.  علیھاتعجیل رومبرك 

عندما عشریة مراتب لثمان صحیحة قیمة على حصلنا والثاني الأول التكامل في المثال سبیل على التكامل منطقة
1 2 16m n n= = 1 عندما عشریة مراتب لست صحیحة القیمة كانت الثالث التكامل وفي= 2 32m n n= =  الجداول إن إلا=

 من قلیل بعدد الاقتراب سرعة حیث من أفضل نتائج أعطت المذكورة لقاعدةمع ا رومبرك تعجیل طریقة خلال من انھ أوضحت
عندما والثاني الأول التكاملیین فيالتحلیلیة  لقیمة مطابقة كانت اذ التحلیلیة التكاملات قیم إلى نسبیاً  الجزئیة الفترات

1 2 16m n n= = 1 عندما الثالث التكامل وفي= 2 32m n n= =  حساب فيRSSSطریقة على الاعتماد یمكن وبذلك =
 .المستمرة المكاملات ذات الثلاثیة التكاملات
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